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Equacoes de Maxwell

As leis do Eletromagnetismo sao usualmente apresentadas na
ordem cronologica até a obtencao das Equacoes de Maxwell em
regime variante no tempo.

e A Eletrostatica e a Magnetostatica sao descritas por:

V-D=p (1)
V-B =0 (2)
VxE =0 3)
VxH =] (4)

onde as relacoes constitutivas dos meios sao:

ol +P =€k (5)

D
B = uyy(H+M)=uH (6)
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Nas equacoes acima:

D — vetor densidade de fluxo elétrico [C/m?];

E — vetor campo elétrico [V/m];

B — vetor densidade de fluxo magnético [T ou Wb/m?];
H — vetor campo magnético [A/m];

P — vetor polarizacio dielétrica[C/m?];

M — vetor magnetizacdo do meio[A/m];

p — densidade de carga elétrica [C/m7];

J — vetor densidade de corrente elétrica [A/m?];

onde as unidades do S| s3o mostradas entre colchetes.
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e No regime estatico € possivel desacoplar a eletricidade do
magnetismo. Os problemas s3o de certa forma independentes.

Eletrostatica:

V.-D=p (7)
VXE =0=E=-V0 (8)
D = ¢E 9)

Substituindo (9) e (8) em (7) obtemos a equagdo de Poisson
em meios homogéneos:

vip— - (10)

onde ¢ é o potencial escalar elétrico, medido em volts.
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Magnetostatica:

VB=0=B=VxA (11)
VxH =] (12)
B =uH, (13)

Substituindo (13) e (11) em (12) obtemos a equacgéo de Pois-
son em meios homogéeneos:

VA = —uJ (14)

onde A é denominado vetor potencial magnético, medido em
[V.s/m]. Para obter a equagdo de Poisson vetorial deve-se as-
sumir que:

V-A=0
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O ELETROMAGNETISMO ANTES DE MICHAEL FARADAY

= Antes de Oersted em 1820 - Eletricidade e Magnetismo
eram tratados como disciplinas distintas.

= Oersted observa a corrente elétrica em um circuito préoximo
a uma agulha imantada (bussola) era capaz de defletir a agulha.

= Por volta de 1820 - Lei de Biot-Savart, Ampere (o Newton
do Eletromagnetismo, segundo Maxwell). formula leis matematicas
para descrever o magnetismo gerado por correntes elétricas.

~» Dens. de cargas p — E
~» Carga em movimento J = pv—B.

~> Pergunta: Se fendmeno elétrico gera campo magnético se-
ria possivel que o campo magnético produza fenémenos elétricos?
(Idéia de simetria na natureza).
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O EXPERIMENTO DE FARADAY

A resposta a pergunta:

E possivel gerar fendmenos elétricos por meio do campo
magnético?

foi dada de modo independente por Michael Faraday e Joseph
Henry, por volta de 1831.

= Demonstracao Experimental em Sala de Aula: <
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Chave

Cire. 1 Cire. 2

Linhas de Campo B
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Michael Faraday (1791—1867) Inglés, Royal Institution. Deu contribuigdes
fundamentais em Eletromagnetismo e Eletroquimica. Introduziu o conceito de linhas de

forca e de campo. Brilhante experimentalista.
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OBSERVACOES:

e Em regime estacionario o campo magnético nao é capaz de
produzir fenémeno elétrico ou forca eletromotriz no circuito
vizinho;

e A variacao temporal do fluxo magnético no circuito 2 pro-
duzido pela abertura ou fechamento do circuito 1 induz uma
forca eletromotriz no circuito 2.

e A variacao temporal do fluxo magnético no circuito 2 pro-
duzido pelo movimento relativo entre os dois circuitos ou pelo
movimento relativo do circuito 2 em um campo magnético
constante induz uma forca eletromotriz no circuito 2.
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Lei de Faraday: forma integral

Matematicamente essa lei é expressa na forma:

dd,,
fem.= o E- -dl=——— 15
e.m jé 7 (15)

onde o fluxo magnético ®,, ¢ dado por:

D, = / B-da
a(C)

~» Lé-se: a integral de caminho do campo elétrico E sobre um circuito fechado C,
representando a forca eletromotriz induzida (f.e.m.) nesse caminho C é igual ao negativo
da taxa de variacdo temporal do fluxo magnético ®,,.

~> O sinal — deve-se a Lenz e indica que a f.e.m. tem sentido contrario ao da variacao,
na tentativa de, ao produzir corrente, contrabalancar a variacao do fluxo e manter o fluxo

constante.
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IMPORTANTE:

~> O campo elétrico E que surge devido a inducdo pela variacao
do fluxo magnético ndao pode ser escrito na forma de um gra-
diente de potencial, como era o caso do campo eletrostatico

E..

~> Lembre-se: o campo obtido por um gradiente de um es-
calar tem integral de circulacao total nula, ou seja, o campo é

irrotacional:
%Ee-dl: %V(j)-dl:O

~> Este novo campo apresenta $ E-dl £ 0, e por isso ndo
pode ser um campo gerado a partir do gradiente do potencial
escalar ¢. E o campo elétrico induzido.

~> Em breve sera demonstrado que esse novo campo é solenoidal
ou rotacional e nao conservativo.

As Equagoes de Maxwell 13/34




Prof. Dr. C.A. Dartora

LEI DE FARADAY: FORMA DIFERENCIAL

Consideremos novamente a Lei de Faraday na sua forma inte-

gral:
d
E-dl=——— [ B-d 16
¢ dt/a a (16)

e sem perder a generalidade vamos assumir que a superficie a
nao varia no tempo para escrever:

BB
]{E dl=— | —-da (17)
Agora aplicamos o teorema de Stokes.
%E-dlz/VxE-da:— B_B da
a ot
ou seja:
oB
VXE=—— (18)

ot
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Exemplos e Aplicacoes

A Lei de Faraday é utilizada em inimeras aplicacoes na Engen-
haria Elétrica e apenas para citar alguns exemplos:

e Maquinas Elétricas: motores e geradores

e [ransformadores e Indutores

e Microfones, guitarra elétrica, outros dispositivos...
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James Clerk Maxwell (1831—1879) Escocés. Universidade de Edimburgo
e Cambridge. Contribui¢cGes fundamentais para o Eletromagnetismo e a Termodinamica.

Seu livro A treatise on Electricity and Magnetism (1873) é um marco.

Figure 1: James Clerk Maxwell e esposa Katherine em 1869.
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Corrente de Deslocamento e Lei de Ampere-Maxwell

~ 1860 James Clerk Maxwell percebeu que a lei de Ampere
continha um erro. Consideremos a equacao da lei de Ampere:

VxH=]
e tomemos o divergente dessa equacao:
V.VxH=V.]

|dentidade vetorial: V-V X A =0 para qualquer vetor A, ou
seja, o divergente do rotacional de um vetor é sempre nulo, de
tal forma que isso implica:

V- J=0

e Esse resultado somente é valido no caso em que dp/dr =0,
ou seja, quando nao ha variacao no tempo.
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Se dp/dt #£ 0 (regime variante no tempo) e V-J = 0 simul-
taneamente, a conservacao da carga elétrica sera violada, e isso
nao ocorre experimentalmente.

Sabemos que:

op
V-J+§— (19)

~» Para compatibilizar a equacao de Ampere com a con-
servacao da carga elétrica, Maxwell adicionou o termo que falta
para satisfazer a equacao de continuidade:

V-VxH:V-J+%—';:0

Utilizando a lei de Gauss na forma diferencial, p =V -D, tem-
se:

d
V-VXH:V-J+§V-D:O
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Uma vez que a derivada temporal e a divergéncia comutam:

V-VXH:V-J+V-8—D:V- J+a—D =0.
ot ot

Removendo o simbolo de divergéncia de ambos os lados, obte-
mos a lei de Ampere modificada, agora denominada lei de Ampere-
Maxwell:

V><H:J+aa—lt) (20)

= O termo dD /0t é chamado de corrente de deslocamento e
s6 depende da variacao temporal do campo elétrico.

= Note que n3o somente uma corrente de conducdo J da
origem a um campo magnético, mas também a variacao tem-
poral do vetor elétrico D também.
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Equacoes de Maxwell: forma diferencial e integral

As equacoes de Maxwell na sua expressao diferencial s3o dadas
abaixo:

V.D=p. 1)

V.-B=0, (22)
oB

VXE——B—%, (23)

vXH:J+a—?, (24)

juntamente com as relacoes constitutivas:

D = gE+P (25)
B = up(H+M) (26)
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= Tomando a divergéncia de (24) e utilizando (21) chega-se
a Equacado da Continuidade da carga elétrica:

dJp

V. J+8t

0. (27)

= A forma integral pode ser facilmente obtida a partir dos
teoremas de Gauss e Stokes aplicados as equacoes acima:

D.da= [pdV (28)

B.-da — (29)

%Edl: /Bda (30)
jqudl /Jda+dt/Dda 31)
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De forma geral em meios lineares e isotropicos, a polarizacao
e a magnetizacao podem ser escritas como uma convoluc3o:

P—e, / oyt —DE(T)dv (32)

M = /_oo Y (t —T)H(T)d7T (33)

onde X, € X, sao ditas susceptibilidades dielétrica e magnética
do meio, respectivamente.

As expressoes mostradas sdao para campos de variacao geral
no tempo, em meios lineares, em que a polarizacao P ou a
magnetizacao M dependem diretamente do campo elétrico E
ou magnético H aplicado.
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Para o vacuo e meios lineares, isotropicos e homogéneos vamos
considerar uma forma mais simplificada:

e entao:

As Equagoes de Maxwell

D=c¢cE

B =uH

4 <
anlilleS
[

o MmO

oH
VXE=— 5

VxH=]J+e—
ot

(34)
(35)
(36)

(37)
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Equacoes de Maxwell no Regime Harmonico

Considerando-se o regime harmonico podemos escrever um campo
vetorial na forma:

A(x,y,z,t) =Re [A(x,y,z)eimt}

onde A(x,y,z) € uma grandeza complexa, ou um fasor.

Todas as operacoes podem ser realizadas sobre a quantidade
complexa, e entdo, tomar a parte real do resultado, dada a
linearidade das operacoes com que trabalharemos.

Nesse caso:

E(x,y,z,t) = E(x,y,z)e"”

B(x,y,2,t) = B(x,y,7)e'”
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= Tomar o regime harmonico é o equivalente a tomar a trans-
formada de Fourier das equacoes de Maxwell em relacdo ao
tempo, para ir para o dominio da frequéncia.

Para meios lineares e isotropicos as relacoes entre B e H, D
e E podem ser escritas na forma simplificada:

D — ¢(0)E (38)
B = u(o)H (39)

onde € = €y|1 + Y(®)]| é a permissividade dielétrica e e u =
tol1 +%m(®)] é a permeabilidade magnética do meio.
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Para meios homogéneos € e u nao dependem da posicao, e
fazendo essas consideracoes podemos escrever as equacoes de
Maxwell no regime harmonico:

V.E :g (40)
V.H=0 (41)
V xE = —iouH (42)
V xH=J+ioeE (43)

o que nos permite utilizar apenas os campos E e H.

= Qualquer campo com dependéncia temporal mais com-
plicada pode ser decomposto em componentes de Fourier, para
cada componente estudamos as equacoes de Maxwell no regime
harmonico, e depois o resultado é a soma de todas as compo-
nentes.
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SIGNIFICADO FiSICO DAS EQUACOES DE MAXWELL

e Lei de Gauss-Coulomb

V.-D=p.

= Existe fonte de divergéncia para o campo elétrico nas den-
sidades de cargas p. O campo diverge (nasce) nas densidades
de carga positivas e converge (morre) nas densidades de carga
negativas.
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Linhas de Campo Elétrico com fonte de divergéncia:
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e Lei de Gauss magnetica ou Auséncia do Monopolo Magnético

I
-

V-B

= N3o ha fonte de divergéncia para o campo magnético.
Em outras palavras, nao ha monopolo magnético e as linhas
do campo B devem ser fechadas. Isso significa que o campo
magnético sé pode ter natureza solenoidal.

As Equagoes de Maxwell 29/34




Prof. Dr. C.A. Dartora

Linhas de Campo Magnético B sao fechadas
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e Lei de Faraday-Lenz

oB
VXE——E

= O campo elétrico tem fonte de natureza solenoidal no neg-
ativo da variacao temporal do campo magnético. Em outras
palavras, a variacdo temporal do campo magnético induz um
campo elétrico de natureza solenoidal, cujas linhas devem ser
fechadas.
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Linhas de campo elétrico geradas pela variacao temporal do
campo magnético, conforme a Lei de Faraday:
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e Lei de Ampere-Maxwell

VXH:J—l—a—D
ot

= O campo magnético tem fonte de natureza solenoidal nas
densidades de corrente de conducao J e nas densidades de cor-
rente de deslocamento, que representam a variaciao temporal
do vetor elétrico D. Em outras palavras, tanto as cargas em
movimento quanto a variacao temporal do campo elétrico sao
capazes de produzir campo magnético de natureza solenoidal,
cujas linhas devem ser fechadas.
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Linhas de campo magnético geradas pela corrente J somada a
variacao temporal do campo elétrico conforme a Lei de Ampere-
Maxwell:

J+dD/dt
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