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Prof. Dr. C.A. Dartora

Poço de Potencial Duplo: Algumas Lições Importantes

A situação de dois poços de potencial é ilustrada abaixo:

; Por simplicidade considere V1→ ∞.
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Consideremos a solução desse problema por partes. Primeiro vamos con-
siderar o problema de um poço de potencial assimétrico, na forma abaixo:

V (x) =
{ V0 x < 0

0 0≤ x≤ a
∞ x > a

(1)

e nesse caso para os estados ligados, E <V0 temos

ψ(x) = Aeαx,x≤ 0
ψ(x) = Bcos(kx)+C sin(kx),0≤ x≤ a,
ψ(x) = 0,x > a (2)

com as condições de contorno ψ(x) e dψ(x)/dx cont́ınuas em x = 0 e
ψ(x = a) = 0, de onde tiramos:

A = B , αA = kC

Bcos(ka)+C sin(ka) = 0
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A solução final do problema é dada por:

ψ(x) = Aeαx , x≤ 0

ψ(x) = A
[
cos(kx)+

α

k
sin(kx)

]
, 0≤ x≤ a,

ψ(x) = 0 , x > a (3)

onde A = ψ0 é uma constante de normalização e

α
2 =

2m(V0−E)
h̄2

k2 =
2mE

h̄2

e devemos encontrar as soluções de energia que satisfaçam a seguinte equação
transcendental:

cot(ka) =−α

k
,

resolvida apenas de forma numérica.
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A seguinte figura ilustra as autofunções para as três primeiras soluções,
utilizando 2mV0/h̄2 = 120 e a = 1.

; Observe que a função de ondas ψ penetra na região classicamente
proib́ıda (x < 0) para uma part́ıcula com energia E <V0.
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; Podemos encarar o problema que acabamos de resolver como a solução
dos ńıveis de energia de um ”átomo unidimensinal” cujo ”potencial do
núcleo” é dado pelo potencial V (x) especificado anteriormente em (7).

; O poço duplo de potencial pode ser encarado como resultante da
aproximação de dois ”átomos unidimensionais” para formar uma molécula
diatômica.

; Na molécula os ”elétrons” que ocupavam os orbitais com energias mais
altas irão interagir. Observe como a função de ondas ψ com energia mais
próxima de V0 na figura anterior penetra mais na região proibida, x < 0.

; Para construir os orbitais moleculares vamos utilizar os orbitais atômicos
já encontrados, bastando apenas deslocar e refletir as funções de ondas já
obtidas, uma vez que a região x < 0 na situação do poço de potencial duplo
é a imagem da região x > 0.
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Observe a figura: à medida que os dois ”átomos” se aproximam os orbitais
de um se sobrepõem aos do outro átomo, para formar a molécula.
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Refletindo a solução (3) obtida (corresponde a fazer a inversão x→−x) e
logo a seguir deslocando −L temos os orbitais do átomo A na figura anterior:

ψA(x) = ψ0e−α(x+L) , x≥−L

ψA(x) = ψ0

[
cos[k(x+L)]− α

k
sin[k(x+L)]

]
, −a−L≤ x≤−L,

ψA(x) = 0 , x <−a−L (4)

enquanto que apenas deslocando a solução do problema inicial (3) por
uma distância L temos os orbitais do átomo B:

ψB(x) = ψ0eα(x−L) , x≤ L

ψB(x) = ψ0

[
cos[k(x−L)]+

α

k
sin[k(x−L)]

]
, L≤ x≤ a+L,

ψB(x) = 0 , x > a+L (5)
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; Agora queremos resolver o problema da molécula utilizando os orbitais
atômicos dos átomos A e B.

; O operador Hamiltoniano da molécula será dado por:

Ĥ =− h̄2

2m
d2

dx2 +VM(x) , (6)

sendo fácil verificar que o potencial ”molecular” é dado a partir de (7),
simplesmente por

VM(x) =V (x−L)+V (−x−L)−V0 (7)
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; É posśıvel demonstrar que o Hamiltoniano é um operador hermitiano
Ĥ = Ĥ†, assim como todos os outros observáveis f́ısicos, ou seja, os auto-
valores devem ser sempre reais. Nesse caso o conjunto de autofunções {ψn}
correspondentes às soluções do Hamiltoniano,

Ĥψn = Enψn

serão ortogonais. Diz-se que as autofunções são funções de base em um
espaço normado de Hilbert (espaço vetorial de funções complexas), satis-
fazendo :

∫
ψ
∗
m(x)ψn(x)d3x = δmn =

{ 1 , m = n
0 , m 6= n , (8)

onde δmn é a função delta de Kronecker.
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; Observe que os ”orbitais atômicos” ψA(x) e ψB(x) não são ortonormais
entre si, ou seja

∫
ψ
∗
A(x)ψB(x)dx 6= 0 ,

em geral, a menos que a distância L seja muito grande, ou seja, os
”átomos” do nosso problema unidimensional estejam muito afastados.

; A sobreposição das funções de ondas é denominada ”overlap”.

; Todavia, é posśıvel construir a partir das funções ψA(x) e ψB(x) outras
funções, que serão orbitais moleculares, e que estejam ortonormalizadas. No
caso de considerarmos apenas um ”orbital” proveniente de cada átomo, a
solução uma função simétrica e outra antissimétrica, mostradas abaixo:

ψS(x) =
1√
2
[ψA(x)+ψB(x)] , (9)

ψA(x) =
1√
2
[ψA(x)−ψB(x)] , (10)
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; Podemos determinar agora os elementos de matriz do Hamiltoniano
com relação a essas novas funções, ou seja:

Ĥ =

(
HSS HSA

H∗SA HAA

)
(11)

onde

HSS =
∫

ψ
∗
S(x)

[
− h̄2

2m
d2

dx2 +VM(x)
]

ψS(x)dx≈ E−∆ , (12)

HAA =
∫

ψ
∗
A(x)

[
− h̄2

2m
d2

dx2 +VM(x)
]

ψA(x)dx≈ E +∆ , (13)

HSA =
∫

ψ
∗
S(x)

[
− h̄2

2m
d2

dx2 +VM(x)
]

ψA(x)dx = 0 , (14)

; Sendo E a energia do orbital no átomo isolado, observe que a função de
ondas simétrica tem energia menor E−∆ do que no átomo isolado, enquanto
que a função de ondas antissimétrica tem energia maior, E +∆!!!
; A função simétrica, que sobrepõem dois orbitais, um de cada ”átomo”,

de maneira construtiva, favorece a ligação entre os dois ”átomos” nesse
caso.
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É importante observar que:

; A aproximação dos dois ”átomos” produz uma interação entre eles.
Essa interação pode favorecer a ligação para formar uma molécula.

; Além disso um ńıvel de energia duplamente degenerado, com energia
E, para o orbital ψA e para o orbital ψB quando os átomos estão muito
longe, separa-se em dois ńıveis E±∆ por efeito da interação!!!

; Conclusão: Interações podem promover quebra de degenerescência.

; Observando a figura anteriormente mostrada, ilustrando três orbitais,
aqueles que tem energias mais próximas do valor de V0 penetram mais na
região proibida. No caso do contato entre os ”átomos” esses ńıveis de
energia maior tem maior overlap. Os ńıveis mais abaixo, podemos chamá-
los de ńıveis de caroço, tem menor overlap, permanecendo quase inalterados,
como se fossem os orbitais do poço unidimensional assimétrico.

; As camadas de mais alta energia são ditas de valência, e são elas que
influem mais fortemente na ligação entre os átomos.
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Aqui é ilustrada a função de ondas simétrica ψS(x)= [ψA(x)+ψB(x)]/
√

2,
para 2mV0/h̄2 = 120, a = 1, L = 0.01 e k = 5.735.

; Se cada átomo contribui com um elétron na ligação, veja como a
probabilidade de compartilhamento é aumentada, ou seja, ocorre o aumento
da magnitude da função de ondas na região em torno de x = 0, que fica
entre os dois ”átomos”.
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A função de ondas antissimétrica ψA(x) = [ψA(x)−ψB(x)]/
√

2 é ilustrada
para 2mV0/h̄2 = 120, a = 1, L = 0.01 e k = 5.735.

; Observe que esta solução não favorece a ligação uma vez que se cada
átomo contribui com um elétron na ligação, veja como a probabilidade de
compartilhamento na região x = 0 é praticamente nula, e cada elétron fica
confinado ao seu ”átomo”.
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O Spin do Elétron

; Além de carga q = −1.6× 10−19C e massa m = 9.11× 10−31kg, o
elétron possui como caracteŕıstica intŕınseca o spin, que aparece quantizado
em valores Sz =±h̄/2.

; A interação do spin eletrônico com um campo magnético B é dada por:

Ĥσ =−
2µB

h̄
S ·B , (15)

onde µB = eh̄/(2m) = 9.27× 10−24 A.m2 é denominado magneton de
Bohr e S é definido por:

S =
h̄
2
~σ

e é um operador quântico de spin, onde ~σ = (σx,σy,σz) são as matrizes
de Pauli:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
,
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• Observe que para Sz temos:

Sz =
h̄
2

σz =
h̄
2

(
1 0
0 −1

)
,

cujos autoestados são denominados spinores de Pauli, dados por

χ↑ =

(
1
0

)
, χ↓ =

(
0
1

)

É fácil provar que

Szχ↑ =+
h̄
2

χ↑

Szχ↓ =−
h̄
2

χ↓

correspondentes à notação σ =±1/2 utilizada usualmente em qúımica.
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Bósons, Férmions e Estatı́stica Quântica

; De acordo com as regras da Mecânica Quântica as part́ıculas podem ter
spin semi-inteiro ou inteiro, ou seja, S = 0;1/2;1;3/2....

A projeção Sz/h̄ varia em unidades de h̄ na forma −S,−S+1...S−1,S.

; Por exemplo o elétron é uma part́ıcula de spin S = 1/2. Dessa forma
Sz/h̄ =−1/2 ou Sz/h̄ =+1/2.

; Uma part́ıcula de spin S= 1 poderia ter Sz/h̄=−1,0,+1. Um exemplo
de part́ıcula de spin 1 é o fóton, embora nesse caso devido ao fato do fóton
não ter massa Sz/h̄ =−1,+1 e a projeção Sz = 0 está ausente.

; De acordo com o seu momento angular intŕınseco(ou spin) as part́ıculas
são classificadas em férmions (spin semi-inteiro) e bósons(spin inteiro).
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• Bósons

; Em geral são as part́ıculas mediadoras das interações: fóton (eletro-
magnética), fônon (vibrações da rede cristalina), mágnon (ondas de spin),
alguns átomos com número de férmions total par;

; A função de ondas de dois bósons deve ser totalmente simétrica pela
troca de coordenadas (x1σ1)↔ (x2σ2), ou seja,

ψ(x1,x2)=
1
2
[ϕa(x1)ϕb(x2)±ϕa(x2)ϕb(x1)]⊗[χa(σ1)χb(σ2)±χa(σ2)χb(σ1)]

; Na prática não há limite para o número de bósons ocupando um de-
terminado orbital ϕa(x) e eles satisfazem em equiĺıbrio térmico a chamada
estat́ıstica de Bose-Einstein:

fBE =
1

eβh̄ω−1
,onde β =

1
kBT

.

; Efeitos interessantes: condensação de Bose-Einstein, laser...
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A função de distribuição de Bose-Einstein:

; A variável x é definida como x = βh̄ω. No caso de bósons f (ω) repre-
senta o número de ocupação no estado de energia h̄ω para a temperatura
T .
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• Férmions

; Em geral são as part́ıculas elementares com massa: elétrons, prótons,
nêutrons, neutrinos, quarks, etc...

; A função de ondas de dois férmions deve ser totalmente anti-simétrica
pela troca de coordenadas (x1σ1)↔ (x2σ2), ou seja:

ψ(x1σ1,x2σ2)=
1
2
[ϕa(x1)ϕb(x2)±ϕa(x2)ϕb(x1)]⊗[χa(σ1)χb(σ2)∓χa(σ2)χb(σ1)]

; Na prática, cada estado quântico pode ser ocupado por apenas um
férmion - Prinćıpio de Exclusão de Pauli. Em equiĺıbrio térmico satisfazem
a estat́ıstica de Fermi-Dirac:

fBE =
1

eβ(E−EF)+1
,onde β =

1
kBT

.

; Efeitos interessantes: interação de troca e o magnetismo da matéria,
a tabela periódica...
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A função de distribuição de Fermi-Dirac:

; f (E) representa o número de ocupação no estado de energia E para a
temperatura T . Torna-se um degrau para T = 0.
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Átomos, Orbitais Atômicos, Hibridização

Átomo : é a menor porção da matéria capaz de conservar as propriedades
essenciais de um determinado material.

; Essa definição é simplista, uma vez que muitos fenômenos atômicos
não se verificam em escala macroscópica e vice-versa. O arranjo de muitos
átomos e moléculas em um sólido introduz graus de liberdade e fenômenos
coletivos aparecem.

→ Núcleo atômico: constitui-se de prótons e nêutrons, correspondendo a
praticamente toda a massa do átomo. O número de massa é à soma
do número de prótons e nêutrons. A massa total do átomo é aproxi-
madamente a massa contida no núcleo. A massa de prótons e nêutrons
é praticamente a mesma e portanto a massa atômica é o produto do
número de massa pela massa de um próton, aproximadamente;

→ Eletrosfera: é o nicho dos elétrons, que ocupam órbitas bem definidas
ao redor do núcleo. Em um átomo eletricamente neutro o número de
elétrons e prótons é o mesmo.
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; O núcleo possui uma estrutura de ńıveis de energia ditada pelas forças
eletromagnéticas e pelas interações de origem nuclear, denominadas interações
fortes, capazes de manter coesas as part́ıculas que compõe o núcleo.

; Em energias ordinárias, o núcleo encontra-se no estado fundamental,
ou seja, de mais baixa energia posśıvel e praticamente todas as propriedades
da matéria serão ditadas pelo número de cargas no núcleo e pelas camadas
eletrônicas.

• Número atômico Z: é o número de prótons do átomo.

• São as camadas eletrônicas mais externas, denominadas camadas de
valência, aquelas que irão determinar as principais propriedades f́ısico-qúımicas
dos materiais.

• Elétrons nas camadas mais internas e completas são denominados elétrons
de caroço e em condições normais interagem muito menos do que aqueles
nas camadas de valência. Os efeitos nucleares são um ramo de estudos
denominado F́ısica Nuclear, que não nos interessa aqui.
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; A estrutura atômica é determinada pela solução da equação de Schrödinger,
levando em conta além do potencial do núcleo e das interações de repulsão
entre elétrons, os vários efeitos do spin, como acoplamento spin-órbita, etc.

; O átomo mais simples é o Hidrogênio, que possui um único próton e um
único elétron. Somente para este é conhecida a solução exata da equação
de Schrödinger.

• Negligenciando efeitos de spin-órbita para um átomo qualquer de número
atômico Z, na ausência de campo magnético externo, temos:

Ĥ = ĤN +
Z

∑
i=1

p2
i

2m
−

Z

∑
i=1

Z|q|2

4πε0|xi|
+

1
2 ∑

i j

|q|2

4πε0|xi−x j|
, (16)

ĤN =
Z+N

∑
j=1

P2
j

2M
+UN(p,n) , (17)

sendo Z o número atômico, N o número de nêutrons, ĤN o hamiltoniano
do núcleo e UN(p,n) um termo de energia potencial bastante complexo que
depende de interações fortes e eletromagnéticas entre prótons e nêutrons.
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Em geral, é posśıvel fatorizar a função de ondas na forma de um produto:

ψA(x1,x2...xZ,X1,X2...) = ψ(x1,x2...xZ)⊗ψN(X1,X2...) ,

de tal forma que:

ĤNψN = ENψN ,

resumindo o problema à solução de :

Ĥ0ψ = Eψ .

onde

Ĥ0 =
Z

∑
i=1

p2
i

2m
−

Z

∑
i=1

Z|q|2

4πε0|xi|
+

1
2 ∑

i j

|q|2

4πε0|xi−x j|
, (18)
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Embora seja óbvio, vamos descrever o significado dos termos do Hamilto-
niano eletrônico, conforme segue:

→ O primeiro termo corresponde à energia cinética dos elétrons:

T =
Z

∑
i=1

p2
i

2m
=− h̄2

2m

Z

∑
i=1

∇
2
i .

→ O segundo termo é a energia de interação dos elétrons com o potencial
elétrico criado pelo núcleo, correspondendo à uma atração coulombiana:

UEN =−
Z

∑
i=1

Z|q|2

4πε0|xi|
.

→ O último termo é a repulsão coulombiana entre pares de elétrons:

Uc =
1
2 ∑

i j

|q|2

4πε0|xi−x j|

• Existem vários métodos de solução do problema acima, cabendo destacar
dois muito conhecidos: o Método de Hartree e o Método de Hartree-Fock.
A diferença básica é que o Método de Hartree-Fock leva em conta a antis-
simetria das funções de ondas de férmions.
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• Para o átomo de Hidrogênio a solução do problema é exata. Para os
outros a solução pode ser obtida por métodos perturbativos. Considera-se
como primeira aproximação átomos ionizados de tal forma que apenas um
único elétron esteja presente.

Nesse caso o problema a ser resolvido será:(
−h̄2

2m
∇

2− Zq2

4πε0r

)
ψ(r,θ,ϕ,σ) = Eψ(r,θ,ϕ,σ) , (19)

onde σ denota o grau de liberdade de spin.
Note que para a função ψ existem 4 coordenadas independentes, x =

(r,θ,ϕ) e o spin σ que para os elétrons pode ser σ =↑ ou σ =↓, correspon-
dente aos autovalores da matriz de Pauli σz. Impondo as seguintes condições
de contorno:

ψ(r→ ∞)→ 0 ,∫
V

ψ
†
ψdV = 1 ,

encontraremos as seguintes soluções:

ψnlmσ(r,θ,ϕ,σ) = Pnl(r)Y m
l (θ,ϕ)χσ , (20)
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→ Pnl(r) são os polinômios radiais dados pelas funções de Laguerre;

→ Y m
l (θ,ϕ) são os harmônicos esféricos (autoestados do operador mo-

mento angular orbital, L =−ih̄x×∇).

→ χσ é um spinor de Pauli, definido anteriormente.

; A forma do orbital é definida essencialmente pela função Y m
l (θ,ϕ)

enquanto a distância radial a partir do núcleo de maior probabilidade de
encontrar o elétron é definida essencialmente por Pnl(r).

Alguns harmônicos esféricos:

Y 0
0 (θ,ϕ) =

√
1

4π
(21)

Y 0
1 (θ,ϕ) =

√
3

4π
cosθ (22)

Y±1
1 (θ,ϕ) =

√
3

4π
sinθe±iϕ (23)
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Forma dos harmônicos esféricos que dão origem aos orbitais atômicos:
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• Note que existem quatro números quânticos.

→ O número quântico n é dito número principal e refere-se à camada de
energia e a proximidade em relação ao núcleo. Quanto menor o número
n mais próximo o orbital estará do núcleo. Pode assumir somente valores
inteiros n = 1,2,3,4...;

→ O número quântico l determina o momento angular e é denominado
número quântico azimutal, assumindo os valores l = 0,1,2...n−1. Existe
ainda a nomenclatura s, p,d, f ... correspondendo aos valores 0,1,2,3...,
respectivamente. Determina a forma dos orbitais;

→ O número quântico m corresponde à projeção do momento angular sobre
o eixo de referência z. Uma vez que o momento angular é quantizado m
somente pode assumir valores inteiros na forma m=−l,−l+1, ...0, ...l−
1, l. É denominado também número quântico magnético, pois o momento
angular orbital está associado ao momento de dipolo magnético orbital e
nesse caso a aplicação do campo magnético externo modifica as energias
de acordo com o valor de m;

→ O número σ corresponde ao spin, e para part́ıculas de spin 1/2 somente
pode assumir dois valores, σ=±1 para os autovalores de σz(ou de acordo
com a notação ±1/2.)
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Conhecidos os orbitais dados por ψnlmσ(r,θ,ϕ,σ) para um dado átomo de
número atômico Z, é posśıvel ir preenchendo os orbitais de 1 até Z elétrons,
recalculando as energias do átomo até finalizar o processo. Algumas regras
emṕıricas para o preenchimento dos orbitais:

→ Prinćıpio de Exclusão de Pauli: elétrons são férmions, e nesse caso não
podem dois elétrons ocupar o mesmo orbital (não podem ter os quatro
números quânticos iguais). Assim determina-se que para n = 1, l = 0 e
m = 0 obrigatoriamente e ficamos então com o máximo de 2 elétrons,
correspondendo às duas possibilidades de spin;

→ Regra de Hund: o estado fundamental de um átomo maximiza o momento
angular de spin, e adota o valor de momento angular orbital compat́ıvel
com a maximização do momento angular de spin total. Esse procedi-
mento simetriza a parte do spin e anti-simetriza a parte espacial da função
de ondas, fazendo com que os elétrons tenham probabilidades maiores de
estarem mais distantes, o que minimiza a repulsão coulombiana.

→ Diagramas de Linus Pauling: permite determinar através de uma forma
diagramática o estado fundamental dos átomos.
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Orbitais s, px, py, pz e Hibridização

; Em algumas situações, principalmente quando átomos fazem ligações
qúımicas para formar moléculas, é energeticamente favorável o que costuma
denominar-se Hibridização.

; Corresponde essencialmente à mistura de orbitais atômicos para formar
novas funções de ondas mais direcionais.

Podemos definir os orbitais de nosso interesse na forma que segue:

s = Y 0
0 (θ,ϕ) , (24)

px =
1
2
(Y+1

1 +Y−1
1 ) , (25)

py =
1
2i
(Y+1

1 −Y−1
1 ) , (26)

pz = Y 0
1 , (27)
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Orbitais de interesse:
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• Entre orbitais s e p existem três formas de hibridização principais:

A) Hibridização do tipo sp, que combina orbital s com apenas um orbital
p formando dois orbitais mais direcionais ao longo de um determinado eixo.
Exemplo para o eixo x: s+ px e s− px.

B) Hibridização do tipo sp2, que combina um orbital s com dois orbitais p
formando três novos orbitais contidos em um plano e formando 120o entre
eles: s+ px+ py, s+ px− py, s− px+ py.

C) Hibridização do tipo sp3, combina um orbital s com os três orbitais p,
para formar uma estrutura tetraédrica:

ψ1 = s+ px+ py+ pz,

ψ2 = s+ px− py− pz,

ψ3 = s− px+ py− pz,

ψ4 = s− px− py+ pz,

; O Carbono pode realizar qualquer uma dessas hibridizações, dáı sua
grande facilidade para se combinar com outros elementos, sendo essencial
para a vida. Já o Siĺıcio e o Germânio utilizam-se da hibridização sp3 para
formar a estrutura cristalina tipo diamante.
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Os orbitais h́ıbridos sp3 formando um tetraedro.

; No Si e Ge em estado sólido o átomo do centro conecta-se a outros
4 átomos ao longo da máxima amplidude dos orbitais sp3, dirigidos para os
vértices do tetraedro.
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