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Moléculas e Ligacoes Quimicas

~> A solucdo da equacdo de Schrodinger para um atomo livre fornece a
estrutura eletronica de cada um deles, de acordo com o nimero atomico Z
e permite compreender a tabela periddica dos elementos.

~> As camadas eletronicas totalmente preenchidas(por exemplo, para o
nivel n =2, corresponderia & uma estrutura 2s*2p°) tem simetria esférica
e compensacao quase perfeita de momento angular, momento de dipolo
magnético e dipolo elétrico, etc.

~> Mesmo eletricamente neutros, atomos com momentos multipolares
(dipolo elétrico por exemplo) podem interagir eletromagneticamente.

~> Somente os elementos da coluna VIII-A da tabela periédica, denomi-
nados Gases Nobres tem camadas eletronicas totalmente preenchidas, dai
sua pouca habilidade para efetuar ligacdoes quimicas.
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~> As camadas eletronicas incompletas, ou nao compensadas, denomi-
nadas camadas de valéncia dos atomos, fazem com que estes tenham efe-
tivamente momento de dipolo elétrico, momento de dipolo magnético, etc.

~> Através destes, dois ou mais atomos podem interagir para encontrar
uma configuracdo energética mais estavel, formando assim moléculas.

~» REGRA DO OCTETO: os atomos tendem a interagir para encontrar
uma configuracdo mais estdvel, similar a dos gases nobres, e para tanto
formam moléculas, nas quais elétrons sdo compartilhados de tal modo a
completar a camada de valéncia de cada um dos atomos.

~> Considerando dois atomos de hidrogénio por simplicidade, cada um con-
tendo um préton e um elétron, é facil ver que flutuacdes quanticas permitem
a existéncia de momento de dipolo elétrico instantaneo, tal que quando nao
muito proximos, os dois 4&tomos vao interagir com energia :

2

AE ~ -
4megr

d,-d; .

~» Se a energia AE é negativa para uma certa configuracido havera atracao
e os dois atomos tendem a formar uma molécula com vantagem em relacao
aos atomos isolados.
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Visao pictorica: interacao entre dois atomos de Hidrogénio por interacao
entre momentos de dipolo elétrico instantaneos.
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~» E possivel, conhecendo-se o raio atomico de Bohr para o hidrogénio,
estimar a distancia interatomica na molécula H, através de consideracoes
eletrostaticas!
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~> O modelo de dipolo elétrico que mencionamos vale apenas para distancias
r grandes entre os dois dipolos ( no caso do exemplo, os dois atomos de H),
em comparacao ao tamanho dos dois dipolos.

~» Considerando entretanto as interacoes coulombianas entre todas as car-
gas elétricas de um dado problema, temos a energia potencial de interacao:

2 Zeffzeff 2 Zeff
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(1)

— 0 primeiro termo € a repulsao elétron-elétron e o segundo a energia
de repulsao entre os niicleos cuja carga esta compensada parcialmente pelos
elétrons de caroco que n3o participam das interacoes

— o ultimo termo é a atracdo entre elétrons e os niicleos dos atomos.

~> Essa energia potencial em geral tem uma regido atrativa quando a
atracdo entre os elétrons de valéncia e os nicleos supera a repulsao elétron-
elétron e nicleo-nucleo. Aproximando-se demais os atomos a repulsao entre
os nucleos de carga positiva e as eletrosferas ird superar as forcas atrativas.
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e Forma tipica da energia potencial de interacao para uma molécula diatomica,
em funcdo da distancia entre os atomos:
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~> O minimo corresponde a distancia de equilibrio da molécula. Em torno
do minimo é possivel aproximar o potencial por aquele de um oscilador
harménico, V (x) = mwyx*/2.

Vibracoes moleculares correspondem a pequenas oscilacoes na distancia

entre os &tomos em relacdo ao ponto de equilibrio. Em geral ha ressonancias
na faixa de microondas.
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Moléculas Diatomicas

e VVamos considerar por simplicidade uma molécula de dois 4tomos apenas,
e ao final generalizar algumas conclusdes.

e Se os atomos A e B contribuem com apenas um orbital atbmico para
formar o orbital molecular podemos escrever:

Y =ay, +bys . (2)

e A amplitude a é o peso do orbital Yy, proveniente do dtomo A na

formacao do orbital molecular e b o peso do orbital atomico Yz do dtomo
B.

~> Objetivos: determinar os valores de a e b bem como das energias da
molécula sendo conhecidos os orbitais atomicos e as energias correspon-
dentes a esses orbitais e a energia de interacao quando os 4tomos s3o aprox-
imados.
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— Na andlise que segue é interessante utilizar a forma matricial da Mecanica
Quantica.

e O Hamiltoniano do sistema na forma matricial esta dado por:

Ay €4 —A
A= ) G)

® £4 € a energia correspondente ao orbital W4 no atomo A isolado.

€p € a energia correspondente ao orbital Yz no atomo B isolado.

e A(r) é o potencial de interagdo dos dois dtomos, que toma a forma geral
apresentada anterioremente, em geral possuindo um minimo, que correspon-
derd ao equilibrio.
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e Postulado Fundamental da Mecanica Quantica: Todo e qualquer sistema
fisico é descrito por uma funcdo de estado correspondente a um raio no
espaco de Hilbert.

i) Espaco de Hilbert: é um espaco vetorial normado(com produto interno)
complexo de dimensao N. A dimens3o pode ir até infinito, sendo con-
stituida de uma parcela discreta e uma parcela continua de vetores, de-
pendendo dos graus de liberdade de interesse do sistema.

ii) Raio é um vetor cuja magnitude n3o é relevante, e sim sua direcdo e
sentido. Vetores paralelos com diferentes magnitudes correspondem ao
mesmo raio. Conforme veremos, na Mecanica Quantica adota-se a inter-
pretacdo probabilistica de Copenhagen e entdo os vetores representando
os estados fisicos devem ser normalizados.
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Notacgado de Dirac: Bras e Kets

- Espaco dos Kets: Kets sdo vetores coluna com a seguinte notacao:

(@)

)

\ax /
E obvio nesse caso que o espaco de Hilbert possui dimensao N e portanto
N vetores da forma acima.

- Espaco dos Bras: s3o vetores duais aos kets, ou seja, sdo vetores linha
com a seguinte notacao:

_ T ( x % * )
(o] =(Jo))" = (aj a3 ... ay
O simbolo § corresponde a transpsicdo e conjugacdo complexa enquanto
que * corresponde a conjugacdao complexa.
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- O produto interno entre dois vetores quaisquer é dado por uma expressao
denominada bra(c)ket. Dados dois vetores o e B, o produto interno é
expresso na forma:

(o, B) = {af - [B) = ([B) -

~+>No espaco de Hilbert é possivel sempre obter uma base ortonormal de ve-

tores que cumprem com as seguintes propriedades para uma base de vetores
{lo)} = (|1),]2)...|N)) num espago de Hilbert de dimensdo N:

(0fB) = Bap , 4)
Y Jo) (o] = Lyuy (5)

sendo |ot) e |B) dois kets pertencentes a mesma base ortonormalizada, O4g
é funcdo delta de Kronecker, ou seja, 043 =1 se 0t =3 e 04 = 0 se ot # 3,

e A expressio (5) é denominada completeza: a soma de todos os produtos
tensoriais da forma |ot) (| é igual a matriz identidade de ordem N, sendo N
a dimensionalidade do espaco.
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Qualquer ket |y) correspondente ao estado fisico de um sistema pode ser

expandido em termos dos kets de uma base completa que cumpre com as
condicdes (4) e (5):

W) =) colar) (6)

onde ¢y, sdo coeficientes complexos cujo valor |cy|? corresponde a proba-
bilidade de o estado ocorrer em uma medida qualquer do estado fisico |y).

e Todo estado fisico |\y) deve satisfazer a Equagdo de Schrodinger na
forma:

A 9
Hly) = lﬁglw : (7)

o que corresponde a um sistema de equacoes diferenciais lineares para os
coeficientes cq (7).
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~> Quando expressamos o Hamiltoniano em uma forma matricial,

Hyy Hyp ... HlN\
H21 H22 e H2N

ﬁ: . . cee . (8)

\ Hyi Hyz ... Hyy /
cada elemento de matriz H;; deve ser calculado na forma:

Hiy = (Wilfi[v) = | dxy] (A (xB)wj(x) ©)

~> Os elementos da diagonal H,, correspondem ao valor médio da energia
(H) com relagcdo ao estado y,(x)

~> Os elementos fora da diagonal H,, correspondem 3 expectativa de
transicao entre um estado \,, e outro Y, devido a alguma interacao contida
em H. O Hamiltoniano A toma a forma diagonal para as auto-funcdes de
energia tal que

H\y,) = &,|y,) .
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~> O problema proposto da molécula diatbmica com apenas dois orbitais
presentes tem dimensdo 2 e as fungoes de onda Y = ay, + by podem ser
representadas por um ket de Dirac:

w=()

~> Temos ent3o um problema de autovalor da forma:

Hly) =Ey)

ou explicitamente:
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e Solucdo dos autovalores:

ea—FE —A .
det( A SB—E) =0,

o que nos da a equacdo de 20. grau abaixo:

(E—SA)(E—EB)—A2:O ,

possuindo duas raizes:

€4+ EpB
2

cujas auto funcdes correspondentes, definindo 0€ = €4 — €5 s3o:

1
E,= ii\/(eA—SB)ZJrAz. (10)

Wi = \ﬁ Ay + (8e F VB2 + A2) ) | (11)
:I:

onde A = 4A%+ (8¢ F /02 + A?)? é definido para normalizar os estados
Y.

4-Fundamentos da Mecanica Quantica - Parte 3 16/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

Conclusoes importantes:

e Observe o nivel de energia E_:

_ g4+¢ep  |Og +A—2
2 2 g2

E_

Ele encontra-se abaixo do valor médio de energia dos atomos isolados
€ = (€4 +€p)/2 e também da menor energia entre €4 e € ou seja E_ <
min(€4,€p) e nesse caso deve favorecer a ligagdo molecular em relagdo aos
dois atomos isolados.

Ja o outro nivel de energia E. encontra-se acima do valor médio, sendo
favoravel energeticamente os atomos nao ligarem.

~> A autofuncdo y_ ¢ dita ligante enquanto Y. é denominada anti-
ligante.

e A diferenca entre as energias dos orbitais atomicos 0€ = €4 — €p vai
definir o tipo de ligacao.
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— Ligagoes Polares ou Ionicas:

Ocorrem quando 0€ # 0 e nesse caso o peso dos orbitais atémicos prove-
nientes de cada atomo em y é diferente.

Portanto um elétron deverd ficar mais proximo de um atomo do que do
outro, formando regides de carga elétrica ndo homogeneamente distribuida.
A regido onde o elétron tem maior probabilidade de estar define o ion neg-
ativo.

~> Ao final pode-se entender a energia de ligacao entre os dois atomos
como uma interacao de Coulomb entre dois ions de cargas opostas.

~> Vamos tomar por simplicidade que 0 = A e €4 > €5. Nesse caso:

iz Dyt (15 V2)ysl

V7F2V2

e assumir aproximacao gaussiana para orbitais tipo s:
Wa = Yoexp[—c(x+x0)*] e Yp = Yoexp[—c(x —xp)’].
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rigure 1: Orbital 10nico ligante y_, comparado aos orbitais atdmicos.

~> Observe como a probabilidade de o elétron estar mais proximo do atomo
A é maior que estar proximo ao atomo B. Nesse caso o A sera o ion negativo.
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— Ligacoes Apolares ou Covalentes:

Ocorrem quando os atomos que fazem parte da molécula sdo idénticos
ou semelhantes, de tal forma que 0€ — 0 e nesse caso o peso dos orbitais
atomicos provenientes de cada atomo em W torna-se igual.

Portanto a distribuicao de cargas tenderd a ser mais homogénea e com-
partilhada pelos atomos, e tenderd a ficar entre os dois 4tomos para o caso
diatomico.

~» Fazendo 0 = 0 temos €4 = €5 e obtém-se facilmente

1
Yt = E[WA T Y3]

E.i=¢e4,+A.
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Assumindo novamente a aproximacao gaussiana para orbitais tipo s: Y4 =
Woexp[—c(x+x9)?] e W = Woexp[—c(x—xp)?]. podemos mostrar grafica-
mente o comportamento dos orbitais covalentes:
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rigure 2: (2) Orbital covalente ligante y_, comparado aos orbitais atomicos. Os elétrons
compartilhados tem maior probabilidade de estar entre os dois atomos. (b) Orbital cova-
lente anti-ligante Y., comparado aos orbitais atdbmicos. Os elétrons tendem a ficar em
seus proprios atomos e nao favorece a ligacao.
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~> Observacoes adicionais importantes:

e Independente do tipo de ligacao, se polar ou apolar, a medida que
os atomos se aproximam a interacdo A aumenta até atingir um ponto de
equilibrio.

e A interacao favorece um estado de menor energia do que os dois dtomos
separados.

e Além disso os niveis de energia se desdobram por efeito de interacao.
Pode-se dizer que isto € um dos efeitos da quebra de simetria esférica do
dtomo, para uma simetria menor (axial por exemplo no caso de molécula
diatdmica), o que produz o levantamento de degenerescéncias do espectro
de energias.

e No caso de dois a&tomos iguais temos uma ligacao covalente:

’ B 1
V- > \/5

(Jwa) +|wp)) para E_=¢g—A, (12)

(Jwa) — |wg)) para E, =e+A, (13)
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e Considerando-se dois elétrons, um proveniente de cada atomo, quando
A — 0 e a distancia é muito grande a energia conjunta dos dois dtomos
soma 2€.

e Aproximando-se os dois atomos ambos irdo para o orbital denominado
ligante |y_), que tem menor energia do que os atomos separados. Eles
deverao ter spins contrarios, pelo principio de Pauli, e estardao no estado
denominado singleto. A energia da molécula passa aser E =2E_ =2¢&—2A.

e No caso de dois orbitais, um de cada atomo, ha o desdobramento do
nivel de energia € do atomo em dois novos niveis €+ A e € — A. Se mais
atomos e/ou um ndmero maior de orbitais atémicos participam da ligagdo
molecular o desdobramento de um nivel se da para N niveis.

/

~» E interessante notar que as propriedades dos solidos sao ditadas em
grau elevado pela forma como os atomos e moléculas que o formam fazem
suas ligacoes.
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~> Um metal é formado por ligacdes covalentes onde um grande nimero
de atomos participa da ligacdo, fazendo com que os elétrons de valéncia
fiquem completamente deslocalizados, formando assim a denominada banda
de conducao, formada por elétrons quase livres.

e Regra do Octeto: todos os atomos tendem a completar as suas dltimas
camadas eletronicas para minimizar momentos de dipolo elétrico e magnético
total, reduzindo assim a energia total. Os metais tem camadas eletronicas
mais externas com nimero de elétrons < 3, e para completar essas ultimas
camadas muitos atomos devem compartilhar a ligacao, tornando assim os
elétrons praticamente deslocalizados dentro da molécula.

~> Por outro lado os isolantes s3o geralmente formados por elementos
com numero de elétrons > 5 e um pequeno numero de atomos participa da
ligacdo para dar estabilidade ao sistema, fazendo com que os elétrons fiquem
localizados numa regiao delimitada por poucos dtomos, sendo menos aptos
a se mover e reduzindo propriedades como a condutividade elétrica.

~> No meio do caminho ficam os semicondutores, onde o nimero de
elétrons de valéncia é igual a 4.
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Do atomo ao solido: Rede Cristalina e o Teorema de Bloch

~» Sendo conhecidos os espectros de energia dos atomos e sua configuracio
eletronica, sabemos que em geral a unido de dois ou mais atomos para
formar moléculas é favoravel energeticamente. Até mesmo os gases nobres,
de configuracdo bastante estavel formam moléculas.

~> E também possivel que um grande niimero de dtomos e/ou moléculas
interajam entre si, formando clusters cada vez maiores.

~> Quando a energia de coesdo ultrapassa um certo valor em dada pressao
e temperatura, é energeticamente favoravel que os atomos se organizem
para formar a matéria em estado sdélido, caso contrario a matéria podera se
encontrar em outro estado como o liquido ou gasoso.

~» Ao estudo das propriedades da matéria em estado solido da-se o nome
de Teoria do Estado Solido, sendo um ramo particulamente importante de
toda a Fisica da Matéria Condensada.
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e Sdlidos podem ser pensados como uma "molécula macroscépica” for-
mada por um nimero enorme de atomos, cujo limite macroscoépico usual-
mente assume N — oo em V — oo mas com densidade p =N /V < co.

e Essa aproximacao em geral é valida quando o nimero de atomos N é
muito maior do que um unico e o volume ocupado V é muito maior do que
o volume de um Unico atomo.

e Nesse caso efeitos de fronteira (ou de superficie) sdo geralmente de-
sprezados em primeira abordagem. Todavia muitos fenémenos fisicos estao
associados diretamente a superficie do material (seria o caso da tensdo su-
perficial da dgua liquida).

e Esse arranjo de atomos para formar o sélido pode ser classificado em
duas categorias:

1) Solidos Cristalinos: o arranjo dos dtomos segue um padrdo ordenado,
contendo um certo nimero de simetrias inerente a cada tipo de material,
como simetria de translacdo de um ponto da rede cristalina para outro;

ii) Solidos Amorfos: embora possa haver arranjo ordenado quando visto
localmente, n3o ha ordem de longo alcance, e ndo ha simetria de translacao.
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e As propriedades dos sélidos amorfos ainda ndo s3o totalmente compreen-
didas e o formalismo matematico também n3o esta totalmente desenvolvido.

e Aqui iremos abordar apenas os sdlidos cristalinos, uma vez que boa parte
dos materiais de interesse tem simetria cristalina. E o caso da maioria dos
metais e os semicondutores.

e As principais simetrias dos sdlidos cristalinos sao:

— Simetria de Translacdo com Deslocamentos especificos, caracteristicos
de cada rede cristalina, que levam de um ponto do cristal a outro equivalente.

— Simetrias de Grupo de Ponto do Cristal: Rotacdes do cristal por cer-
tos eixos de simetria e Reflexdes por planos especificos, ou ainda Rotacdes
Impréprias que consistem de uma Rotacdo seguida de uma Reflexao.

— O grupo cristalino é resultado da combinacdo do grupo de translacoes
com o grupo de ponto do cristal.
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e Alguns exemplos comuns de redes cristalinas encontradas nos materais
sao ilustradas abaixo:

Crystal lattice examples

Cubic body centered (bcc) Cubic face centered (fcc) Hexagonal

Fe, V, Nb, Cr Al, Ni, Ag, Cu, Au Ti, Zn, Mg, Cd

~» Translacoes por vetores apropriados levam de um ponto a outro da rede
que sao equivalentes. Existem redes cristalinas ditas redes com base, onde
o elemento de base consiste de dois ou mais atomos (que podem inclusive
ser atomos diferentes, como é o caso de sélidos iGnicos).
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e Os principais semicondutores, como o Silicio e o Germanio tem estrutura
do diamante, devido a hibridizacao Sp3 dos seus orbitais de valéncia.

4-Fundamentos da Mecanica Quantica - Parte 3 29/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

~> Alguns conceitos sdo bastante importantes aqui:

— Vetores da rede primitiva: sdo trés vetores (a;,a,,a;3), ndo necessaria-
mente ortogonais entre si, com os quais é possivel por uma combinacao de
translacoes da forma

R = nia| +nya, + n3as ,

com (ny,ny,n3) inteiros ir de um ponto a qualquer outro ponto equivalente
da rede cristalina.

— Célula Unitdria (ou de Wigner-Seitz): é a minima porcao de volume
que permite recontruir todo o cristal por sucessivas tranlacoes dela mesma.
Pode conter um ou mais atomos.

O volume da célula unitaria é dado por:

VOlIﬁl . (ﬁz X 53) .
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TEOREMA DE BLOCH

~» Cada célula unitaria € equivalente as demais, e aquela unidade primitiva
se repete periodicamente por todo o cristal.

~> O potencial de interacdo a qual elétrons do material estdo sujeitos,
criado pelos ions da rede cristalina deve ser o mesmo em dois pontos do
cristal que diferem por um vetor de translacao R.

~> Em outras palavras, o potencial a que os elétrons estdo sujeitos deve
ter a periodicidade da rede cristalina:

V(ir)=V(r+R), (14)

onde R = nja; + nya, + nzas € uma translacio na rede.
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~> Podemos definir um operador de translacdo T(R), da seguinte forma:

T(R) = exp [—%R-p] =exp|—R-V] , (15)

Observe que operando sobre uma fungdo Y(r) temos:

T(R)y(r) =exp[—R-V]y(r) =y(r) —-R-Vy(r)+... = y(r—R) .

— O potencial V(r), dito potencial cristalino, a que estdo sujeitos os
elétrons € invariante por translacoes, e nesse caso pode ser expandido em
séries de Fourier!

T(R)V(r)=V(r—R)=V(r) .

— Se consideramos o Hamiltoniano de um elétron na presenca do potencial
cristalino, teremos dois termos:
2
v P
H=—+V(r),
2m
sendo o termo cinético obviamente invariante por translacoes.
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~> Observe que 1(R)H = H, se a transla¢do realizada pertence ao grupo
da simetria de translacoes de H, ou seja, se R € um vetor de translacdo que
leva de um ponto a outro equivalente na rede cristalina.

Agora consideremos a equacao de Schrodinger:

Hy(r) = Ey(r) ,

aplicando a seguir o operador de translacoes:

t(R)Hy(r) = H(R)HT (R)(R)y(r) = EX(R)y(r) .

~» Observe que:

AR)AT '(R)=H
uma vez que temos uma transformacao de similaridade.
Por outro lado:
TR)y(r) =y(r—R),
mas Y(r — R) deve ter a mesma energia que Y(r). Dessa forma, y(r)

deve ser idéntica a Y(r) a menos de uma fase, que pode ser expressa na

forma e kR[]
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~> Tendo em vista o exposto, o teorema de Bloch é expresso da seguinte
forma:

A funcdo de ondas do elétron y(r) em um cristal deve conter a mesma
periodicidade do potencial da rede cristalina e assume a forma abaixo:

V(r) = ey (r) | (16)

ou seja, € uma onda plana uniforme modulada pelo potencial cristalino,
onde

E facil verificar que

tR)y(r) = y(r —R) = 2(R)[e" uy(r)] = " Nuy(r —R)
Utilizando a propriedade de uk(r) temos:

HR)Y(r) = y(r—R) = “F[" uk(r)] = e *Hy(r)

conforme requer a simetria do grupo de translacdo do Hamiltoniano.
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~» Def.: Rede Reciproca e Zonas de Brillouin

Uma vez que o potencial cristalino é peridodico, podera ser expandido em
séries de Fourier:

V(l’) = ZVKeiK'r
K
Aplicando uma translacao temos:
A(r)V(r) = ZVKeiK'(r_R) ,
A condi¢do de periodicidade V(r) = V(r — R) somente se satisfaz se:

K-R=2mn ,m=0,1,2734.., (17)
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~» Escrevendo R = n;a; +na, 4+ n3asz, podemos expressar a tltima condicao
na forma:

K- (n1a1 +nra —|—n3a3) =2mmn ,

Definindo trés novos vetores:

b, = 2m——2 X8 (18)
a; - (8 x a3)

b, = 2m——3 X8 (19)
a; - (8 x a3)

by = 2m 1 22 (20)

ﬁl . (ﬁz X a ) ’
podemos escrever simplesmente:

K= m1b1 +I7’Qb2 —|—i713b3 ,

e fica facil mostrar que a condi¢do (17) se satisfaz caso (my,my,m3) sao
trés ndmeros inteiros.
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~> Assim como os vetores (a1, a;,a3) forma a base para qualquer translaco
no cristal no denominado espaco real, os vetores (by,by,b3) definem uma
base de translacoes no espaco dos vetores K, que é denominado espaco
reciproco.

~> Esse espaco estd de certa forma associado ao momento cristalino e
nesse espaco também temos uma rede periddica.

~» A chamada primeira zona de Brillouin corresponde a célula unitaria do
espaco reciproco e tem volume no espaco reciproco:

(2m)’

Viee = b1+ (by xbj) = Vol

~> Podem-se definir outras zonas de Brillouin, além da primeira. Por
exemplo, extendendo-se até a segunda zona de Brillouin, temos duas vezes
o volume da célula unitaria do espaco reciproco.
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Modelo de Kronig-Penney

/

~» E um modelo unidimensional util no entendimento do aparecimento de

uma estrutura de bandas de energia. O potencial V(x) periddico é mostrado
abaixo:

A TVx)

= V

com V(x) =V(x—a), sendo a a periodicidade do potencial.
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~> Para obter a solucdo devemos levar em conta a periodicidade da funcao
de ondas. A solugdo denominada funcdo de onda de Bloch, y(x) = ey (x),
toma a forma:

Acos(Bx) +Bsin(Px) , 0<x<b, (21)
y(x) = Cexp(ax)+Dexp(—ax) , b<x<a, (22)

S
Na¥
||

onde os coeficientes A, B,C, D devem ser determinados pelas condicoes de
continuidade da fun¢do e sua derivada d\y/dx nas regides de interface.

~+ As expressdes para 0. e B sdo mostradas abaixo:

o — \/ZM(VOZ E) |
h
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e Aplicando a condigdo de continuidade de Wy(x) e sua derivada dy/dx em
x = 0 e considerando-se a periodicidade da rede cristalina, o que significa
que as mesmas condicoes se aplicam a x = a temos:

A = |[Cexp(0a) —|—Dexp(—oca)]e’:k“
BB = a[Cexp(0a) — Dexp(—oua)]e™

efFazendo a condicio de continuidade em x = b obtemos:

Acos(Pb) + Bsin(Bb) = Cexp(ab) + Dexp(—oab)
B|—Asin(Bb) + Bcos(Bb)] = a[Cexp(ab) — Dexp(—ab)]

~> Finalmente o conjunto de equacdes pode ser colocado numa forma
matricial:

_ezka—l—oca _ezka—oca

1 0

0 B L OCeika_Hm Owika—oca
(Bp)  sin(Bp)  —e®  —e®
—Bsin(Bb) Bcos(Pp) —ae® e *

=0 (23)

O QO™ >
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e O sistema somente terd solucao desde que o determinante da matriz M
seja nulo:

1 0 _eikaJrOca _eika—oca
B 0 B o aeikaJrOCa aeika—oca B
det(M) = cos(Bh)  sin(Bp)  —e* = —e =0
—Bsin(Bb) PBcos(Bh) —ae® e

cuja solucdo fornece:

ol — B2

o
onde ¢ =a—>b. Sendo O = \/2m(V0— E)/R*, B =+/2mE/h e es-

pecificadas as constantes fisicas do problema (m,Vy,a,b), devemos buscar
solucoes de E em funcado de k.

cos(ka) = cosh(aic) cos(PBb) + sinh(oic)sin(Bb) ,  (24)

~> O lado esquerdo acima estd limitado a —1 < cos(ka) < +1. J4 o direito
contém funcoes hiperbdlicas e pode ultrapassar esses valores. Portanto, para
certos valores de energia E no lado direito, nao ha solucao real de k e essas
serdo energias proibidas. Formam-se gaps na relacdo E (k)!!!
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Definindo L(E) na forma abaixo:

ol — B2

L(E) = cosh(ac) cos(Pb) + B

sinh(owe) sin(Bb)

podemos €SCrever.

k= éarccos[L(E)] :

Conforme dito anteriormente a fungdo L(E) n3o estd limitada ao intervalo
|[—1,41] o que significa que para esses valores, k ndo serd um valor real.

~> A seguir passamos a um exemplo pratico, com os valores 2mV0/l'z2 =
250, a = 1 unidades de comprimento e b = 0.9 unidades de comprimento
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~> As bandas de energia permitidas correspondem aquelas regides da
funcdo L(E) no intervalo [—1,41], para o qual temos uma solugdo real
para o numero de onda k.

~> Entre as bandas permitidas formam-se gaps de energias, ou seja, val-
ores ndo permitidos. A relagdo entre k e E(k) forma o que é denominado
estrutura de bandas.
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~> Aqui ilustramos a estrutura de bandas resultante no modelo de Kronig-
Penney, em uma dimensao.

250
eSS o =
Ga{p de Energia
1BOF o — T i
02 ey
S
LU Gep de Energia
100 cmimimimm e i e A, -
"""""" G 1dE
a e Energia
Bl o s ey ; _________________________________________________________________ .
Gap de Energia
0 | | 1 | 1 |
05 1 1.5 2 25 3
k

~» Em um sélido tridimensional temos o aparecimento de uma estrutura de
bandas de energia como a do exemplo unidimensional, mas as caracteristicas
essenciais sao ditadas pelo grupo de simetrias do cristal.
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e Observando o comportamento da fungdo L(E) é possivel facilmente
perceber que esta é linearizdvel no intervalo —1 < L(E) < +1 e nesse caso,
para as regides crescentes de L(E), tal que L(E|) = —1, L(E;) =+1, E; <
E> temos:
2(E—Ey)

(E2—E))

cos(ka)=L(E) = —1+

e isolando E podemos obter facillmente:

:E1+E2_|_E2—E1

E (k) > >

cos(ka) , (25)

e Para as regides decrescentes de L(E), tal que L(E3) =+1, L(Ey) = —1,

E5; < E4 temos:
2(E — E3)

(E4 — E3)

cos(ka)=L(E)=1—

ou seja:
_Es+E4 E4—Ej

E(k) 5 5

cos(ka) , (26)
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~> Observe que a fun¢do de energia E (k) nas bandas permitidas é periddica
e o periodo em k é 2m/a.

~> No espaco real o periodo da rede é a. Devemos identificar esse periodo
27 /a como a periodicidade da rede reciproca. Uma vez que

E(k) = E +Acos(ka)

é facil ver que os pontos k = —Tt/a e +7/a sdo equivalentes.

~> A primeira zona de Brillouin no modelo de Kronig-Penney se estende de
—Tt/a até +7/a, pois com esse intervalo, pela propriedade de periodicidade
é possivel reconstruir toda a rede reciproca!
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e Conclusoes Importantes:

— Considerando os problemas ja abordados: i) o pogo de potencial e
o atomo, ii) a molécula diatdomica (em uma dimensdo representada pelo
poco duplo) e iii) o Modelo de Kronig-Penney, que representa um sdélido
unidimensional formado pela interacdo de muitos "atomos 1D", que sdo
pocos de potencial,

— observamos que os niveis atomicos discretos se desdobram em outros,
removendo degenerescéncias do espectro para formar uma molécula, e esses
mesmos niveis atomicos passam a formar uma banda no limite de nimero
de atomos N —» co.

— Niveis atomicos antes discretos assumem no sélido um continuum e
alguns niveis que antes estavam separados agora podem passar a se superpor.
Diz-se entdo que formou-se uma estrutura de bandas.
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As conclusbes acima citadas sao ilustradas diagramaticamente abaixo:

Atomo Molécula Solido
Ei E} E}
Gap 1
Gap
= D(E)

e Estrutura de Bandas: do dtomo ao sélido o espectro de energia outrora
discreto passa a ser continuo, em bandas. Entre as bandas passam a existir

gaps.
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e Ao passar de um unico atomo para um sdlido, formado por um nimero
muito grande de dtomos é conveniente falar em densidades de estados de
energia, correspondendo ao numero de estados disponiveis para os elétrons
ocupar por unidade de energia. Definindo-se entao:

D(E)=—+, (27)

— AN = D(E)AE é o nimero de estados disponiveis para os elétrons.

— Para um atomo ou uma estrutura molecular simples, é claro que os
niveis sdo discretos, e podem ser representados, em termos de uma densi-
dade, por funcoes delta de Dirac:

D(E)=) D,3(E—E,) . (28)
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e Quanto a estrutura dos sélidos devemos saber que a estrutura de bandas
sera definida por um conjunto de fatores como:

— Estrutura cristalina;
— Tipos de atomos que compoe a rede cristalina e grau de pureza;

— Tipos de interacoes admissiveis entre os atomos desse solido.

~> O tipo de atomo também define o nimero total de elétrons por unidade
de volume.

~» Uma vez determinada a estrutura de bandas a partir do potencial cristal-
ino criado pelos ions positivos e sabendo-se o nimero total de elétrons, cada
nivel de energia disponivel deve ser preenchido, até que todos os elétrons
tenham sido alocados em algum nivel de energia, sempre iniciando da mais
baixa energia, respeitando o principio de Exclusao de Pauli.
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Energia e Nivel de Fermi

~» Quando todos os elétrons foram alocados em algum estado de energia
disponivel na estrutura de bandas, o dltimo nivel de energia preenchido do
sistema € denominado energia de Fermi, Ef.

~> Ja o nivel de Fermi corresponde ao potencial quimico uy em um certo
tratamento termodinamico, no qual, considerando-se a distribuicao de Fermi-
Dirac:

1
f(E) = BE1) 117

onde B = 1/(kgT) é denominada temperatura reciproca, kg é a constante
de Boltzmann e T' a temperatura absoluta medida em kelvin, u correspondera
a energia na qual a propabilidade de ocupagdo f(E) tende para 1/2.

~> 1 é em geral funcao da temperatura e € comum no tratamento de semi-
condutores fazer confusdo com a terminologia, denominando-se Er tanto a
energia de Fermi quanto o nivel de Fermi.

— Apenas em T = OK os valores de u e Er coincidem.
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e O comportamento dos materiais é definido pela forma como a estru-
tura de bandas é preenchida. Do ponto de vista de condutividade elétrica
podemos classificar os materiais em:

— |solantes:

— Condutores:

— Semicondutores.

~» Vale lembrar que a estrutura de bandas ¢ resultado do tipo de atomo do
qual o sdlido ¢é feito, bem como do grupo de simetria cristalina, ou seja, da
forma como esses 4tomos se arranjam para formar o sélido.
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Estrutura de Bandas Simplificada dos Materiais:

Isolante Condutor Semicondutor
E E E A
I 45V

D(E) D(E)

D(E)
—

— i) no isolante a banda de valéncia estd completamente cheia enquanto
a de conducao esta vazia;

— i) no condutor a banda de valéncia confunde-se com a banda de
conduc3o pois esta parcialmente preenchida;

—> iii) os semicondutores seriam isolantes a T = 0K, mas o gap ¢é pequeno
permitindo excitacdo térmica da conducao.
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Condutores

— A energia de Fermi Ep correspondendo ao udltimo nivel de energia
preenchido, estd dentro da chamada banda de conducdo, confundindo-se
com a banda de valéncia.

~> Logo acima de E = Ef ha estados disponiveis. Dessa forma pouca
energia é suficiente para retirar algum elétron do seu estado fundamental.
Essa energia pode ser devida a aplicacao de um campo elétrico, por exemplo.

~> A maioria dos condutores sao os metais, encontrados essencialmente
nas familias IA, [IA, Il1IA e IlIB da tabela periddica.

~> Os seus atomos tem a camada de valéncia menos da metade preenchida.
Para satisfazer a regra do Octeto s3o necessarios varios atomos metalicos,
formando uma ligacdo covalente onde os elétrons ficam fracamente local-
izados. Na formacao do sdlido a escassez de elétrons na banda de valéncia
do atomo se traduz em uma banda proveniente dos orbitais de valéncia que
tera muitos estados ndo-preenchidos.
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Isolantes

e Em geral tem atomos com sua camada de valéncia praticamente cheia,
e isso se traduz na estrutura de bandas, por uma banda de valéncia comple-
tamente cheia.

e A energia de Fermi encontra-se nos limites da banda de valéncia e ha
um grande gap para a proxima regiao de estados disponiveis. Aquela banda,
denominada de conducdo, encontra-se completamente vazia e a diferenca
de energia para a banda cheia, denominado gap de energia, é maior do que

4 ou S5eV.

e Em geral s3o necessarios altos campos elétricos aplicados, podendo in-
clusive produzir ruptura, ou altas temperaturas para promover os elétrons
da banda de valéncia para a banda de conducao.

e Alguns isolantes sdo realizados através de dxidos metalicos, como Al,O3,
TiO,, etc.

e Apresentam baixa atenuacdo para propagacao de ondas no dominio
optico, em geral.
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Semicondutores

— Seriam isolantes em temperaturas muito baixas, com gap de energia
menor do que 4 ou 5eV. Para o Si o gap estd na ordem de 1eV.

— Os atomos que formam um semicondutor possuem sua camada de
valencia preenchida até a metade, mas no sdlido, por conta das ligacoes
covalentes, sua banda de valéncia fica praticamente cheia.

— Porém o gap para a banda de conducao é pequeno em comparacao
com um isolante, e nesse caso, a energia térmica é capaz de promover
alguns elétrons da banda de valéncia para a banda de conducao, o que nao
ocorre em um isolante, em temperaturas ordinarias.

e Em aplicacoes tecnologicas a dopagem do material introduz interacoes
com um atomo diferente em pontos da rede cristalina, e isso faz com que
novos niveis de energia sejam criados, geralmente dentro do gap entre as
bandas de valéncia e conduc3o, aumentando assim a condutividade.

e A condutividade pode ser aumentada por irradiacao.
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Modelo de Sommerfeld: O gas de elétrons e os metais
— O modelo do gas de elétrons livres é um bom ponto de partida para
descrever os metais, embora sua acuracia fique restrita aos metais alcalinos.

— Do modelo de Kronig-Penney, sabemos que:

E(k) = Ey— Acos(ka) ,

~> Todavia a banda de conducdo estd fracamente preenchida, ou seja,
apenas valores tais que ka << T, correspondendo a fronteira da primeira
zona de Brillouin estardo preenchidos.

Fazendo a expans3o cos(ka) ~ 1 — (ka)?/2 obtemos:

A 2
E(k):EO—A+Tak2.
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Agora se fazem necessarias algumas definicées derivadas do caso do elétron
livre:

Observe que para um elétron livre, se p = mv e Hy = p*/(2m), temos:

K

Elk) = 2m

Nesse caso é facil mostrar que p = 7k, a velocidade e a massa serdo dadas
por:

" RE

~> Veja que a velocidade é nula nas fronteiras da primeira zona de Bril-
louin!!!
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~> Voltando ao modelo de Kronig-Penney:

A
E(k) = Ey— A+ 2“ =

Basta redefinir a escala de energia para €(k) = E(k) — Ey+ A e temos:
A a?

2

Observe que para a regiao da banda de conducao préxima a k =0 a relacao
entre energia e k é a mesma do elétron livre!

e(k) = —k* ,

e Massa efetiva:

h° B
T /oKX Ad?’

Nesse caso podemos escrever a relacdo entre € e k na forma:

m*

k>
2m*

e(k) =
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~» Podemos agora determinar alguns parametros importantes nesse mod-
elo do gas de elétrons livres:

1) Densidade de Estados D(E) = dN/dE

Primeiro queremos determinar dN no intervalo entre k e k+dk. Considere
a figura, para o caso em trés dimensoes:

4-Fundamentos da Mecanica Quantica - Parte 3 60/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

~> Lembre-se que do ponto de vista ondulatorio, o niimero de onda minimo
de um elétron, Ak, em uma cavidade ctbica de lado L deve valer 21t/L.
O volume infinitesimal ocupado no espaco reciproco é dado por (Ak)® =

(2n/L)?.

~> Ja o nimero de estados no intervalo entre k e k+ dk correspondera
ao volume ocupado pela camada esférica contida entre as superficies k e
k -+ dk, dividido pelo volume infinitesimal (Ak)?, ou seja:

N (k4 dk)* — k] _ AnL? 2t
(2m/L)’ (2m)° ’

~» Para estados de energia degenerados em spin o resultado acima devera
ser multiplicado por 2, pois cada estado pode ser preenchido por dois elétrons
de spins contrarios.

~» Dessa forma temos o resultado desejado em trés dimensdes:

Vol kK2 Vol /2m*\>?
D(g) = = €
(€) n2 de/dk  2m? ( B ) Ve

4-Fundamentos da Mecanica Quantica - Parte 3 61/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

e Utilizando o resultado anterior podemos determinar o nimero de elétrons
total em um certo volume de sélido, uma vez que dN = D(¢g)f(€)de é o
numero de elétrons com energia € no intervalo de. Temos entao:

N = / " D(e)f(e)de . (29)

— No caso do gas de elétrons livre D(€) estd limitada a € > 0, e em
T =0 a funcdo de Fermi-Dirac é um degrau de valor unitdrio para € < €p e
anula-se para energias maiores do que a energia de Fermi, entao:

Vol /2m* 32 rep
N = el/2ge . 30
- ( - ) /0 (30)
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e Realizando a integracao obtemos:

Vol [/ 2m* 3/2
e e

de onde tiramos a densidade de elétrons n = N /Vol:

1 [/2m*\*/?
= <m> &/ (32)

A energia total do gas de elétrons em T = 0K,

Er = [ eD(e)f(e)de

é dada por:

Vol (2m*\*? v o Vol (2m*\*"* 5, 3
ET:2n2(h2) /Oe/ds: ( ) €, = =Nef .
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~> Consideremos agora condutividade DC em um metal. Se nenhum
campo elétrico externo estd aplicado, entdo:

j=pv=——--—) k=
=P mVolZ 0

A aplicacido de um campo elétrico produz uma forca que desloca a esfera
de Fermi, em relacdo ao centro simétrico, conforme pode-se observar na

figura:
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Observando que o momento de um elétron é dado por p =7k e dp/dt =
obtemos:

h@ —eE — ﬁﬁk :
dt T

onde T € um tempo de amortecimento que leva em conta processos dissi-
pativos, como colisOes.
Na condicdo de equilibrio dp/dt — 0 e temos

e
ok = ——E1
h Y
fazendo surgir uma densidade de corrente efetiva no metal:
j Ly ok = )de = "
1= m Vol m Vol omt

Tem-se entao a condutividade de Boltzmann nessa analise simplificada:

net

O =

m*
~> Nos metais n ~ 10°*m ™. Mesmo em semimetais como o grafite esse
valor chega a 10**m~3
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~> Ja o calor especifico a volume constante é calculado a partir da seguinte
férmula:

1 0E
" VoldT Iny

No caso do gas ideal classico o resultado seria ¢, = (3/2)nkg, enquanto a
teoria quantica prevé para o gas de elétrons:

Cy

752 kBT
c, = —nkgp— .
2 Er
e Este valor além de depender da temperatura, difere da previsao classica
também porque em temperatura ambiente kgT << €r nos metais, mostrando
que o gas de elétrons pouco contribui para o calor especifico e a condutivi-
dade térmica dos metais, que devem-se sobretudo aos fonons(vibracdes da
rede cristalina), diferentemente da condutividade elétrica que depende do
"gas de elétrons”.
e O modelo do gas de elétrons livres é uma primeira aproximacdo para
o comportamento metdlico e tem algumas falhas importantes, cuja andlise

foge ao escopo da disciplina.
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