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Regras para a Realizagao do Trabalho:

I - Dos Grupos - Os grupos de trabalho poderao ser constituidos por até 4 integrantes;

IT - Tema Proposto: - Difracao na Aproximagao Paraxial e Propagadores Numéricos
Os mecanismos essenciais da difracao estao contidos na equacao de Helmholtz

(V2 + k)T =0, (1)

onde V2 é o operador laplaciano, k = nw/c é o nimero de onda no meio, w é a frequéncia temporal,

n € o indice de refragdo do meio e ¥ é um escalar que representa uma componente de campo elétrico

ou magnético. Observa-se ainda que k relaciona-se ao comprimento de onda A no meio através da

relacdo k = 27 /\. Uma equacao similar a (1) aplica-se também para ondas mecanicas, como o som,

por exemplo, caracterizando a universalidade do fenémeno. Ao contrario da dispersao, que ocorre em

meios cujas caracteristicas dependam da frequéncia, n(w), a difracao deve ocorrer mesmo para vécuo.
Assumindo a propagacdo paraxial, propomos uma solugao da forma abaixo:

U(z,y,z) = @(m,y,z)e_ikz , (2)

que permite remover a variacao rapida na direcao z, se cada onda plana uniforme que compde a
funcao W tiver vetor de onda k com a componente k, =~ k >> (kz, ky) e nesse a direcdo preferencial
de propagacao estd no eixo z. E facil demonstrar que:
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e uma vez que a variacao rapida esteja contida no termo e~ temos:

permitindo negligenciar a derivada de segunda ordem de ® em relacao a varidvel z. Desse modo (1)
toma a forma conhecida como equagao de propagagao paraxial:
o i

Vie, (3)
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onde Vﬁ_ = Oggz + Oyy corresponde a parte transversal do operador laplaciano, dependendo somente
das segundas derivadas em relagao as varidveis (z,y). Definindo as transf. de Fourier conforme segue:

Lo~ [z kg —i
D(x,y,2) n)? [m LOO P(ky, ky,z)e ko, kyydkxdk‘y , (4)
Bhrkyz) = [ [ @y etretidady (5)



e aplicar essas relagoes & equagao (3). Observando as propriedades matematicas das transformadas, é
facil ver que a seguinte substituicao é possivel:

Vi = —(k2 + k)
permitindo obter a equacgao abaixo:

d -

TPk, ky,2) = K2 4+ KD D (ke k) (6)
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Dada a condicio inicial ®(k,, ky,,0) encontrada a partir da distribuicao espacial ®(x,y,0) no plano
z = 0 podemos escrever a solucao da equacao acima:

i)(kx,k:y,z) = O(k,, ky,0) exp {Z(kﬁ + k‘z)z} ,

2k

e finalmente obtém-se o conjunto de equagoes que descreve a teoria conhecida com 6ptica de Fourier
[2]:

1 [T iz —ikgx ,—i
(z,y,2) = 27r2/ / ®(ky, ky, 0) exp [%(kgmi)}e Fatte=hyY dlo, dky | (7)
(i)(kzakzpo) = / / (z,y,0)e*=Tehv dydy . (8)
A solucio ¥(z,y,2) = ®(z,y,2)e ** é uma superposicio adequada de ondas planas uniformes,

e~kx — p—ilkazthyytk:2) contendo diferentes vetores de onda k = (kz, ky, k>) de mesma frequéncia w

e mesmo valor para o produto k -k = k? = w?ue, mas k, ~ k >> k,, ky, na aproximacao paraxial.
Uma vez que ¥ representa uma das componentes do campo elétrico:

E = &(x, y, z)ei(“’t*kz)éx , (9)

podemos determinar a densidade de poténcia dada pelo vetor de Poynting:
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a) Substituindo (8) em (7) demonstre que:

Pede-se entao:

ik
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Tome o cuidado de escrever (8) trocando a varidvel x por 2’ e y por ¢/, ou seja:

&)(kzy ky; 0) _ / / (D(I‘/, y/’ O)Bikz:p’eikyy/dx/dy/

**Integral gaussiana, 1itil no calculo:

a2 [T 2
/ e +bx+cd$ = ./ b*/(4a)+c
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b)

E possivel em problemas de simetria cilindrica circular, transformar as varidveis x,y, 2,7’ em
(11), de tal forma que = = pcosp e y = psiny... O resultado final é:

ik 00 2 koo o
(p, p,2) = L/ P(p', @, 0) exp ikpel coslp — @) pldp'da . (12)
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Para uma abertura circular de raio a colocada em z = 0 e iluminada por um feixe laser de com-
primento de onda A, com onda incidente podendo ser considerada plana uniforme na abertura,
ou seja,

o(p,a,0)=Ey p'<a
P(p',a,00=0 p >a
(13)

determine, utilizando (12, a expressao para ®(p, ¢, z) em qualquer z >> a.

Integrais tteis:

2m .
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0
onde Jy é a funcao de Bessel de primeiro tipo de ordem 0.

/asJo(ba:)dx = Ji(br)

Determine, para uma distancia da abertura z = L >> A, tal que tanf = p/z ~ sin 6, o valor de
sin @ e portanto a relacdo p/z para o qual ocorre o primeiro minimo da funcao ®(p, ¢, z) obtida.

Construa uma abertura circular (fenda circular) experimentalmente e faca a medida das distancias
p do primeiro minimo (regido escura) e dos préximos. O padrao resultante é conhecido como
padrao de Airy, ou ainda discos de Airy (Airy pattern). Use fendas de dimensoes da ordem de
100pm e distancias para as quais podem ser observados os efeitos difrativos serao da ordem de
metros, a depender da dimensao da fenda. Use um laser vermelho, cujo comprimento de onda
tipico fica em torno de A = 632nm.

Tratando essa fenda circular como uma antena de abertura, estime o ganho e o angulo de abertura
do feixe laser apds passar pela abertura? Que tipo de problema similar ocorre em microondas?

ITEM OBRIGATORIO: Partindo da equacao paraxial, descarte as derivadas em relacao ao eixo
y, ou seja, faga ®(z,y,2) = ®(x, z), o que corresponde a um problema (14+1)D (uma dimensao
longitudinal z e uma dimensao transversal x), escreva a solugao geral do problema. No mundo
real, quais situagoes fisicas seriam descritas nesse caso?

Encontre a solugao ®(x, z) para um campo inicialmente dado por um feixe gaussiano, ou seja,
®(x,0) = Ae "/ 250)

Qual é o espectro ®(k,) nesse caso? O que representa xy e qual sua relagdo com o espectro em
k.7 Qual é o comprimento de difracao nesse caso, para o qual o feixe dobra a largura espacial?

ITEM OBRIGATORIO: Escreva um propagador numérico, discretizando o eixo transversal em
diferencas finitas. Como é o operador d?/dx? na forma discreta? O cédigo deve ser escrito em
software MATLAB. Faga a propagacdo numérica do feixe gaussiano, utilizando A = 632nm e
xg = 100um. Compare a funcao transversal com o valor tedrico obtido no item anterior, no
comprimento de difracao. Quais sao os cuidados que se deve ter com um método numérico que
envolve equagoes diferenciais parciais?
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Figura 1: Experimento da Fenda Circular.

IIT - Contetido Minimo: - Fara parte do trabalho, além da construcdo experimental a apre-
sentacao de um relatério na forma de artigo cientifico que devera conter: Titulo, Autores, Resumo,
Introducgao, Fundamentacao Teorica, Resultados Obtidos e Conclusao, bem como Bibliografia utili-
zada, que deverd estar citada no decorrer do texto.

IV - Data da entrega: o artigo e apresentacao do aparato experimental deverd ser entregue até
as 9h:30min do dia 01/06/2016 - Quarta-Feira.

Curitiba, 12 de Maio de 2015.

Prof. César Augusto Dartora



