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A equacao paraxial

~> Conforme ja foi visto anteriormente, a propagacdo de ondas na fibra
optica pode ser descrita a partir da teoria dos modos LP. Um modo LP pode
ser descrito através de uma componente transversal do campo elétrico, que
deve satisfazer a equacao de ondas de Helmholtz na forma:

(V2+kn*)E=0, (1)

para o vetor campo elétrico.

Assumindo uma onda propagante na direcao de z podemos escrever uma
solucdo na forma:

E.="¥(x,y,2) = ®(x,y,2)e" ™ %), 2)
que permite remover a variacao rapida na direcdo z.

~> Observe que ao contrario do que fizemos na analise modal anterior, aqui
a amplitude ®(x,y,z) pode variar com z. Essa fun¢do ®(x,y,7z) assume o
papel de uma envoltdéria do sinal, que varia rapidamente ao longo de z,
através da dependéncia e~ P2.
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~> Calculando a segunda derivada da funcdo W, que corresponde a uma
componente de campo, vale lembrar, e sabendo que a variac3o rapida em z
esta contida em e ¢ temos:

*¥Y  [0*P .
— = —2i 2P| P
0z? 02 B P
Se a variacdo rapida esta no termo e_ikz, entdo a condicdo abaixo serd
naturalmente satisfeita:
0*P 0P
— | << 2P| =
072 P dz

permitindo negligenciar a derivada de segunda ordem de ® em relacao a
variavel z

Podemos reescrever a equacao de ondas em uma forma conhecida como
equacao de propagacao paraxial:

BCID 1
] V2@ + (kgn* — B*)® 3
onde V2 = w + 0y corresponde a parte transversal do operador lapla-

ciano, dependendo somente das segundas derivadas em relacdo as variaveis

(x,)-
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~> Vamos repetir aqui a equacao para identificar alguns efeitos:

ob 1
i5r = aplVi®+ (kon” — F)]

~» O termo

1

2B
contém o efeito de difracdo na propagacdo de ondas. Este efeito ocorre
em espaco livre, sobretudo. Na condicao de guiamento temos simplesmente
V2® = —k* ®, onde k; é uma constante e a forma ®(x,y,z) nio se altera
com respeito a (x,y) a medida em que propaga ao longo de z - a onda é
guiada e se acomoda a um modo possivel do guia!l!

Vi

~> A dispersao e a atenuacao devem estar contidas no termo
(G — B)

conforme veremos mais adiante.

Parte 3: Propagacio de Ondas e a Fibra Optica - Efeitos Dispersivos 5/37




Prof. Dr. C.A. Dartora

Difracao e a optica de Fourier

~» Para fins de simplicidade e compreensdo, vamos considerar uma onda
monocromatica se propagando em um meio de indice # homogéneo infinito,
e vamos fazer 3 = kon para obter a equagéo de propagacao paraxial:

od

— 2
- ZBV 2 4)

~> A equacdo acima tem a mesma forma de uma equacdo de Schroedinger
para uma particula livre, mas aqui a variavel z faz o papel do tempo 7.

Podemos definir agora um par de transformadas de Fourier, na forma que
segue:

1 © oo : :
D(x,y,z) = (2n 2/ / ®(ky, ky,2)e e ™ dk dk, (5)

B (ke k., 2) =/ / x,3,2)e* e dxdy (6)

e aplicar essas relagBes a equacdo (4). Observando as propriedades matematicas
das transformadas, é facil ver que a seguinte substituicao é possivel:

Vi - _(k§+k§)
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Reescrevendo a equagdo, no dominio (ky,ky) temos:

d

dz 2k
Dada a condico inicial ®(k,,k,,0) encontrada a partir da distribuicio es-
pacial ®(x,y,0) no plano z = 0 podemos escrever a solugdo da equagdo
acima:

(ke ky,7) = (k2+k2)<I>(kx,ky,z) . (7)

O (ky, ky,z) = P(ky, ky,0) exp [L(k)%—f—k)z,)Z] :

2k

e finalmente obtém-se o conjunto de equacdes que descreve a teoria con-
hecida com optica de Fourier:

d(x,y,7) = oL / / (ky, ky,0) exp [2k(k2—|—k2)] e e Y dk dKB)
B (ke k), 0) = / / x,,0)e" e dxdy ©)

Observe ¥(x,y,z) = ®(x,y,z)e ** é uma superposicio de ondas planas
uniformes, e~ %X = ¢~ ilketky+h2) com diferentes vetores de onda k = (k, k,, k)

de mesma freq. ® e mesmo valor para o produto k -k = k3n*, mas onde
assumimos que k, = k >> k,, k, - aproximag¢ao paraxial.
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/

E importante lembrar que W representa uma das componentes do campo
elétrico e podemos entao escrever:

E = ®(x,y,z)e ™ "4, , (10)

sendo a densidade de poténcia calculada pelo vetor de Poynting, que tem
como resultado na aproximacao paraxial o seguinte resultado:

1 /e _.,. 1 J¢ A
Simed z\ﬁElzaz = —\ﬁcb@,y,z)ﬁaz . (11)
u 2V u
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~> Exemplo Importante: A fenda retangular.

Considere uma fenda de lados L, = d << L, localizada no plano z=0e
sendo iluminada por uma onda plana uniforme. Nesse caso, podemos assumir
para todos os fins praticos que a condi¢3o inicial é dada por ®(x,y,0) = P
constante para toda a regido definida pela fenda, —0 <y <o e —d/2 <
x<d/2.

Fazendo a transformada de Fourier de ®(x,y,0) obtemos facilmente:

sin |k,d /2]
k.d /2
sendo d(ky) a fungdo delta de Dirac. Inserindo a expressdo acima em (8)

tem-se:

& (ky, ky,0) = 21dD, 3(ky) |

Dod [ sin[k.d /2] ik2z] i
P = = “tdk, | 12
y2) =5 /oo ked /2 eXplzk ¢ (12)
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Figure 1: Perfil transversal da densidade de poténcia S = |¥|?, em unidades arbitrdrias, 2 medida em que a onda difratada se propaga. Observe que para
grandes distancias formam-se as franjas de interferéncia.
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O Método da Fase Estacionaria:

Note que para grande z mais oscilacdes ocorrem devido ao termo de fase
k2 : : :
exp {lz’,‘:’ — lkxx} na integral anterior.

Nesse caso a maior contribuicao para a integral em valores grandes de z
ocorre para valores de fase estacionaria, ou seja, na condicio em que:

d [kiz 0
= kx| =0,
dk, | 2k

que corresponde ao valor k, = k.x/z e produz uma solu¢do aproximada na
forma abaixo: g
< X

Pod sin [

T 2my/z L

P(x,y,2) (13)

OBS.: o fator de decaimento do campo com ,/z decorre do fato de a
situacdo ser considerada bidimensional (x,z), ou invariante em y, garantindo
assim a conservacao da poténcia total da onda. Em 3-DIM o fator correto
seria de z e ndo de /z.
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Fazendo uso das definicdes k = 21/A e x/z = tan® e ainda aproximando
tan0 ~ sin 0, quando x << z, podemos reescrever esta Ultima expressao na
forma abaixo:

_ ®od sin[ndsin6/A]
PO = o rdsmB/n (14

O resultado acima é bem conhecido da teoria da difracdo: padrao de
interferéncias caracteristico do experimento da fenda simples. Os valores de
maxima intensidade da onda dependem do angulo 0, de tal forma que o
primeiro valor de maxima ocorre em 8 = 0 e os outros para

A
Sin9 = (2m—|— l)ﬁ ,

com m=0,+1,£2.... Para m =0 obtém-se o valor sin® = %, 0 que

permite através da medida o angulo 6 formado entre o primeiro e o segundo
maximo e da largura da abertura d, determinar o comprimento de onda A.
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Exercicio na Lista: O feixe gaussiano.

L3 vocé terd que demonstrar que o comprimento de difracdo, para o qual
um feixe gaussiano de largura inicial xo dobra a largura espacial em uma
distancia conhecida como comprimento de difragao, Lyiss dado por:

2
Lui = 27:[3’%. (15)

~> Embora obtido com o feixe gaussiano e sendo que alguns fatores
numeéricos diferem ligeriamente devido a definicao e forma do feixe inicial, é
possivel constatar que em um comprimento
2
X0

Ldifo )

qualquer onda propagando-se sem guiamento sofrera mudancas mensuraveis
no seu perfil transversal, como franjas de interferéncia e alargamento espa-
cial.
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Efeitos de degradacao de sinais na fibra optica

~> A utilizacdo de guias de ondas evita o principal efeito da propagacio nao
guiada: a difracao.

~> Na propagacao guiada a onda propagante se propaga através de um ou
mais modos possiveis dentro do guia. Assumindo-se que este seja conhecido,
deseja-se determinar quais efeitos ocorrem com um sinal a medida em que
se propaga ao longo da fibra.

~> S30 estes efeitos principais:
e Dispersao;
e Atenuacao;

e Nao-linearidades:
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Temos ent3o para a DISPERSAO:

1) Dispersao Intermodal - ocorre na propagacdo Multimodo;

2) Dispersdo Intramodal - tanto monomodo quanto multimodo, mas é
mais relevante no caso monomodo, pois a dispersao intermodal usualmente
domina no caso multimodal. Podemos separar em:

2.1) GVD - Group Velocity Dispersion - ocorre devido a geometria do guia
de ondas, bem como devido ao material.

2.2) PMD - Polarization Mode Dispersion - devido a defeitos, birrefringéncia
e anisotropia.
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A Equacao de Propagacao: Efeitos Dispersivos

Antes de prosseguirmos na analise de efeitos de dispersao é conveniente escr-
ever a forma geral das transformadas de Fourier e algumas das propriedades
importantes que serdo utilizadas:

fla) =5 [ F(BlePdp. 16

2T J oo

FB) = [ floeda. (17)

onde as relacOes entre dois espacoes matematicos, ditos reciprocos, O e
B permitem o mapeamento das fungdes f(Q) para o seu reciproco F(f3) e
vice-versa.

As transformadas de Fourier sdo de grande valor para sistemas lineares.
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Sao propriedades das transformadas, facilmente demonstraveis:

¥ d%f‘ N = (—ipyF (). (18)
7 [f(a) xg(@)] = F(B)G(B) . (19)
T [f (o —ap)] = F(B)e'™P | (20)

o simbolo # denota transformacao de Fourier da equacao entre colchetes,
correspondendo as operagdes (17) e o simbolo x denota convolug3o:

Floyg(@) = | flol)glo—a)dol Q1)
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~> Vamos reescrever a equacao paraxial, acrescentando novamente o termo
que foi negligenciado anteriormente, ou seja, a derivada segunda de ® em
relacdo a variavel z

9*d
—[V1 CI’JF?JF (k> —B5)®] |

iacb
9z 2Py

~> Nesse sentido, até aqui ndo ha aproximacdo alguma sendo feita!! Tro-
camos 3 por By, por motivos que seguir3o.

~> Cabe lembrar que a constante k(®) = kon(®) é uma fungdo da frequéncia,
definido em outros termos como k*(®) = e (®).

~> Um sinal eletromagnético usualmente tem largura de banda Aw e é
montado sobre uma onda portadora de frequéncia . Geralmente, e espe-
cialmente no dominio optico tem-se a condicao A® << (.
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Lembrando que no modelo de Lorentz:

2
S o) )
—=g—i—=14+—-—T——, (22)
€0 Mg 0; — O+ 100V

sendo €, a parcela real da constante dielétrica relativa, ¢ a condutividade
. A . ~ 2 . 2 A .
do material, ® a frequéncia de operagdo, ®, = N,q"/(meg) a frequéncia
de plasma do material, ®, uma frequéncia caracteristica de ressonancia do
material e v a frequéncia de colisdes, N, é a densidade de cargas g no
material e m a massa das mesmas.

n(o) =, /= (23)

~> A parte imaginaria estd associada a absorcao, enquanto a parte real
corresponde a caracteristicas de fase/dispersdo na propagacio.
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~> Meios condutores - elétrons quase livres, o que corresponde a ®, — 0
e geralmente satisfazem a condicdo vV >> ® para frequéncias abaixo do
ultra-violeta, o que nos da:

2
€ . O ®
— =g —i—n~1—i—X, (24)
€o M€ ()Y

~» Materiais dielétricos de poucas perdas, categoria na qual podemos en-
quadrar as fibras dpticas - linha de ressonancia estreita. O caso extremo
desse tipo de material corresponde a levar a expressdo (22) ao limite v — 0
e nesse caso obtém-se:

£ O e 0) i seie)]. @)
S —i—rl+—L——in L[ (w—w,) +S(w+w,)] .
€0 looeo W2 — o’ MO

~» Em 0 = ®,, um meio dielétrico de poucas perdas tem comportamento
de um condutor, com alta condutividade efetiva.

~» O limite para longe da ressonancia nos dd a chamada equacdo de

Sellmeier.
) ,
n“(w) = l—l—zr:—m%_mz
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~> Dado que a comunicacao optica geralmente satisfaz a condicdao wy >>
A® (0 ~ 10%rad/s, Aw ~ 10rad/s para comunicacdes em Tb/s), pode-
mos expandir k em séries de Taylor em torno de y:

= 1 d"k(o)
®—0p)" . 26
Z m' dw™ oo:oao( 0) (26)
Definindo os coeficientes a seguir:
d"k(m)
I, = : 27
do" lo=w, (27)

com I’y = kon(wy), podemos expressar k*(®) na forma:

ZZ

r+s
ris! L (D (D) ’

Inserindo a expansdo na equacido paraxial, obtemos:

0P 1 82<I>
- <erysy r )H_S BO)

— = ——— V2
0z 20

Y
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~> Expandir k(®) em torno de ®( corresponde a elimina¢do da varia¢do
temporal rapida na forma €', assim como removemos a variacdo rapida
em relac3o 3 z com o termo e Poz.

~> A prova desse argumento se da passando do dominio ® — @, para
o dominio ¢, fazendo uso das propriedades das transformadas de Fourier:

(l)n((ﬂ— (DO)n s eiwgtan/atn

Obtemos entdo a equacdo de propagacado paraxial no dominio do tempo:

0P 1 0%d o'
= Vi — — T —® — B2P 28
! aZ 2[30 + + ZZ r!S!l atrJrs BO ) ( )
onde W(x,y,z,t) é dado por
P (x,y,2,t) = P(x,y,z,1)e" 0 Po) | (29)

~» VariacGes rapidas estio em e(@/~Bo2) & o comportamento de envoltéria
é descrito por D(x,y,7,1).
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Restringindo atencdo a ondas guiadas propagantes: um modo deve satis-
fazer uma equacio da forma V2 @ = —kio(b entdo podemos substituir este
resultado na equacao anterior, para obter

0P 1
l —

dz  2Po

2 R o
32 + (ZZ.(—I) " Frlﬂs%‘p— (Bg+ k7o) @
(30)

Negligenciando derivadas temporais de ordem maior do que 0°/0¢* pode-se
reescrever a equacao acima:

I <B3+ki><b]

ot
(31)

obd 1 [9*D od
= 2D — 24T [ — — (T, 42
ZE)Z 2B 8Z2+ 0 LR (Tl +17%)
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Fazendo I'§ = B3+ k% e utilizando a regra da cadeia de derivadas podemos
mostrar que:

dk dk dB  BoPi

i(@0) = 75(®0) = 896 = Ty

onde os parametros By, B1 e 3> sdo definidos na forma

Bo = g(ﬂ)o) , (32)
~dp

B = 30, (33)
0P

B, = 302 |y (34)

permitindo escrever a constante B(®) em séries de Taylor:

2
Bo) =Blen) + 90| (@-00) +350 ©-o) ., 69
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Reescrevemos a equacao na forma:

0P 1 [0°® 82CI>
3 = 26 82—2113061——([30132 +B) 57| (36)

Utilizando a relac3o:

2l S X

3z PgE =Y

e fazendo uma transformacao galileana de coordenadas:

/
< = I,

T = t—Blz.

podemos reescrever (36) nas coordenadas (z,T), na forma abaixo:

0D B
9z T 2012 (57)

~> Novamente, tema forma de uma equacdo de Schroedinger.
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Por analogia com a Mecanica Quantica de uma particula livre tem-se
2
Ak, = %Amz

A transformada de Fourier demanda que um pulso de duracdo T satisfaz
uma relac3o de incerteza na forma

T>1/(2Am)

assim como

Ldisp =Az > 1/(2Akz)

E facil mostrar dessas relacoes, portanto que

Lyisp =~ 47° /B

o que esta de acordo como resultados bem conhecidos obtidos de forma
exata.
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Solucdo Exata: sendo conhecido o formato do sinal em z =0 podemos
obter facilmente

I [~ . 27 .
D(x,y,z,T) = ﬁ/ ®(x,y,z=0,0)exp [iB2Zw ] e’ dw (38)
o | B ,
D(x,y,z=0,0) = %/ D(x,y,z=0,T =t)edT . (39)

~ ®(x,y,2,T) é o envelope da funcio W(x, y,z,t) = D(x,y,z,1)e (@0 —Bo2),
que contém um termo de oscilacio répida e~ i(@of—Boz).
Para um espectro gaussiano na forma

- 0°T;
CI)(X,%Z:O,(D):CI)L(X,y)eXp _T .

pode-se obter de maneira relativamente facil, nas coordenadas (z,¢) a
seguinte solucao:

27[ ex [_ (t - BlZ)z(l o lﬁzz/ﬂc(z))] ei((,O()[—B()Z> ‘
T2+ Pz 2(t5+ B32%/75)

W(x,y,z,t) = CIM(X,)’)\/
(40)
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~> A frequéncia ®( é denominada frequéncia portadora e o termo exponen-
cial é o termo de fase relacionado a esta frequéncia, /(=802 que podemos
escrever na forma e Po(z=vpt),

Dessa forma definimos a chamada velocidade de fase

vp = @o/Po

que é a velocidade com que a fase da onda portadora se propaga.
~> J4 a velocidade
Vo = 1/[31

é aquela com a qual o envelope se propaga ao longo de z.

Existe uma relacdo formal que diz que

_ 2
Vo Vp=0C .
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~+ Finalmente, o termo B, é responsdvel pela dispersdo, ou seja, pelo
alargamento temporal do pulso a medida em que propaga ao longo de z.
Definindo uma largura temporal t(z) na forma

1(z) = To (41)

e calculando a densidade de poténcia transportada pela onda

_Le a2 (t—B2)’
Smed_z\/;‘qh_( 7y)‘ \/W p[ Tz(Z) ] ; (42)

podemos obter o comprimento de dispersdao Lyigp,

Lyisp = f — (43)
B,

como a distancia para a qual o pulso gaussiano dobra sua largura temporal.
Se B2 = 0 ndo ha dispersdo, pois Lgisp — o°.

Parte 3: Propagacio de Ondas e a Fibra Optica - Efeitos Dispersivos 29/37




Prof. Dr. C.A. Dartora

~+» O parametro 3, produz alargamento do pulso gaussiano mas ndo muda
sua forma - ele continua gaussiano.

~> Podemos levar em conta mais termos na expansao em séries de Tay-
lor para B(®), mas nesse caso a medida que propaga até mesmo o pulso
gaussiano muda sua forma.

~+ Incluindo B3 é a aproximacdo seguinte:

D B 2D B3dD

e = 2o Tear (39

~+ Existe uma regido de operacio da fibra para a qual B, =0, denominada
de regido de dispersao zero. Nesse caso, para obter os efeitos dispersivos
se faz absolutamente necessario levar em conta o efeito de B3 e termos de
ordem maior.

~+ E também possivel combinar os efeitos de 3, e B3 para obter, apés uma
certa distancia propagada, dispersao nula, ou quase, se os efeitos combinados
se cancelam.
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Analise quantitativa da dispersao

~> Observe que em uma fibra de comprimento L, o tempo T necessario
para um grupo de ondas percorrer essa distancia € dado simplesmente por:

L
T===1Ip .

Vg
~» Para calcular as diferencas de tempo entre as componentes de frequéncia
dentro desse pacote de ondas, podemos simplesmente derivar a expressao
acima em relacdo a :

AT = L%da) = LBdw . (45)
Para que um sinal possa ser recuperado, a largura de bit T deve satisfazer
a condic3o:
T> AT

Assumindo a largura de banda na forma B = 1/1, obtemos:

BL <

BQA(D .
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Lembrando que:

c=Af
e ®=2Tf temos
2T c
dm = —?dk )
e portanto:
BL < :
DAL’

sendo definido o pardmetro de dispersao:

21c
P=—7h

(46)

~> A largura AA n3o esta associada a banda da informacdo e sim deve-se
geralmente a largura de banda do laser. Tipicamente lasers semicondutores

multimodo tem AA = 2nm.

~> Em fibras de silica padrao o valor do parametro de dispersido gira em
torno de D = 1ps/(km . nm) em A = 1.3um. Isto nos dd BL ~ 1(Tb/s).km.
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E interessante notar algumas relacoes que seguem de definicoes anteriores:

dessa forma

mas uma vez que v, = 1/;, podemos definir o indice de refracdo do grupo,
ng, na forma

C Bneff
— & By =gt 0ol 47
Ng v, cPi1 = nerr+ S0 47)
~+ Lembrando que D = —%Bz e B, = dP;/dw, temos finalmente:
2T aneff aneff
D=— 2 ® 48
A’ [ oW i 0w’ (45)

~> Na verdade D = Dy; + Dy onde D,; é uma parcela que so depende
do material, enquanto que Dy é a variacao do indice efetivo do guia com a
frequéncia.
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~> Tipos de Fibra Quanto a dispersao:

A) Fibras de Silica Padrdo: em geral a dispersdo depende de 3,, exceto no
ponto de dispersdo nulo, onde B, = 0 e tem-se que levar em conta o efeito
de B3. O parametro D geralmente é baixo préximo de A = 1.3um.

B) Fibras de Dispersio Deslocada: E construida de tal forma que B, =0na
frequéncia de operacdo desejada, usualmente através do material e geometria
do guia de ondas. Os parametros que podem ser modificados sdo a, n; e A.
Essas modificagdes fazem um valor muito pequeno em D = 1.55um

C) Fibras com Perfil de Dispersdo Plana: Para operar em um amplo es-
pectro 1.3um < A < 1.6um, a fibra é construida de tal forma a tornar a
dispersdao plana nessa regiao de interesse, com o mais baixo valor de D
possivel.
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Atenuacao: Perdas na Fibra

~> A atenuacdo em uma fibra dptica pode ser separada em varios termos
especificos:

1) Absor¢do/Atenuagdo:

e Intrinseca: deve-se as caracteristicas do proprio material com o qual a
fibra optica é construida, no caso a silica. Do ponto de vista fisico cor-
responde a uma contribuicao imaginaria do material para a constante
dielétrica €.. Longe das ressonancias esse termo é usualmente menosprezado.

e Extrinseca: deve-se a ressonancias e outros efeitos produzidos por im-
purezas na fibra. Um exemplo tipico de impureze extrinseca na fibra é
a agua e moléculas OH, devido a umidade, que sao capazes de produzir
alta atenuacdo. Na verdade a melhoria da propagacao nas fibras dpticas
passou pela técnica de eliminacao de impurezas, sobretudo a umidade.
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2) Perdas por espalhamento:

A onda propagante encontra centros de impureza, nos quais ela é es-
palhada. Um exemplo de fenémeno de espalhamento bem conhecido é o
espalhamento sofrido pela radiac3o solar, dando a tonalidade azulada a at-
mosfera.

Existem trés tipos principais de espalhamento:

e Espalhamento Rayleigh: este fenomeno ocorre devido a pequenas in-
homogeneidades no indice de refracao da fibra, devido a flutuacoes da
densidade da mesma. Ocorre até mesmo devido a efeitos de temperatura.

A perda por espalhamento Rayleigh tem uma lei da forma:
C

A frequéncia da onda espalhada é a mesma da onda incidente, nesse caso.

OlR (49)

e Espalhamento Brillouin: espalhamento de ondas eletromagn. com o
auxilio de ondas de som no material - interacao fonon-féton na fibra. Pode
haver absorcao ou emissdo de fonons, a onda resultante tem frequéncia
ligeiramente diferente da onda incidente.

e Espalhamento Raman: transices atomicas no material. A onda incidente
e a onda espalhada tem frequéncias diferentes.
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~> Os fenomenos de Brillouin e Raman s6 podem ser compreendidos in-
teiramente através da Mecanica Quantica.

~> Ambos geralmente sdo nao-lineares.
~> O efeito Raman pode ser utilizado em amplificadores dpticos.
~» Nao linearidades importantes s3o:

1) Three and Four-Wave Mixing: ocorre geralmente em sistemas WDM,
onde duas ou mais ondas se combinam de forma nao linear, para gerar uma
terceira. Exemplo:

W +0— 03 =0, .

2) Propagacdo Solitonica: corresponde a propagacdo de pulsos épticos
que nado se dispersam e nem difratam, na presenca de meios n3o-lineares.
Proposta de propagacao a longas distancias.
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