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Fotonica: Conceitos Basicos

~» Dispositivos Fotonicos s3ao aqueles para os quais n3o é mais possivel
tratar o campo eletromagnético do ponto de vista puramente ondulatorio.

~> Efeitos quanticos que surgem na interacao entre a luz e a matéria
trazem a tona o aspecto corpuscular da radiacdo e faz-se necessaria a in-
troducdo do conceito de féton.

~> Os principais dispositivos a serem estudados sao:

e Fontes de Luz: Lasers e Fontes Térmicas:;
e Amplificadores épticos;

e Fotodetectores.
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~> O que é um féton?

/

— E o quantum de energia do campo eletromagnético para uma dada
frequéncia @ = 21 f. Representa um grao de minima energia do campo. A
energia contida no campo eletromagnético ndo pode assumir qualquer valor
mas sim multiplos inteiros de uma certa quantidade basica - o quantum de
energia.

En=hf =ho. (1)
onde /1 é a constante de Planck.
h
h=6.626x10"%J.s |, h=—.
2T

Usualmente lidamos com um nimero tao grande de fétons, com energia
por foton t3o pequena que é possivel tratar o campo como um "fluido”
continuo - Equacoes de Maxwell classicas. O carater discreto da luz nao é
perceptivel e vemos a emergéncia apenas do aspecto ondulatoério.

— Na interacao com a matéria, onde a transicao entre niveis eletronicos re-
quer energias da ordem de um Unico foton, esse aspecto corpuscular emerge.
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~> Apenas para dar um exemplo, na transmissiao de 1W de poténcia na
frequéncia de 1GHz, cada féton tem energia de:

E,p=hf=6.626x 107°* x 10° = 6.626 x 10°*J = 4.14ueV.

Em um tempo de 1s a energia média emitida pelo transmissor corresponde
a:

E,=PxAt=1W x 1s = 11.
O ndmero de fétons correspondente serd de

E
n=—"=1.5x 10**fotons.

ph
~> Se assumirmos a fonte Py = 1W isotrdpica, entdo a r = 1km da fonte,
para uma area de recepcio A, = Im? teremos:

P W
O WAt XA, = % 1s x 1m?* = 79.5nW.

E =
A7 47(1000m)?

n=1.2 x 10"fotons.

~> Nesse caso, podemos negligenciar os efeitos da quantizacao.
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~> No infravermelho préximo ao visivel e no espectro visivel, a frequéncia
estd na faixa de 10'* — 10"°Hz e a energia por féton correponders a:

Epp=hf ~0.4—4eV .

Para termos uma idéia, os niveis de energia do atomo de hidrogénio tem

energia dada por:

13.6
EH(I/Z) = —?eV ]
onde n=1,2,3... € um ndmero inteiro que indica o nimero quantico prin-

cipal e a energia de ionizacao é 13.6eV.

A transicao do estado 1s para um nivel 2p por exemplo tem energia esti-
mada por:

AE = Ey(2) — Ey(1) = 13.6(1 — 1/4) = 10.2¢V .

Esta energia pode ser providenciada por um unico féton, no espectro do
ultravioleta.
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~» Em atomos com mais de uma camada eletronica, as energias de ion-
izacao sao muito menores, pois estas ultimas camadas estao mais fracamente
ligadas ao atomo e fétons no espectro visivel ja podem ter energia suficiente
para produzir excitacdo de niveis superiores ou para ionizar o atomo.

~» Por outro lado, em atomos, moléculas ou cristais existem ressonancias
vibracionais, rotacionais, etc, cujo espectro de absorcdo estd no infraver-
melho, microondas etc.
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Fazem parte de uma nocao introdutoria da Fotonica os seguinte topicos:

® Nocbes de Mecanica Quantica: Equacdo de Schroedinger, Niveis de En-
ergia do Atomo, Bandas de Energia dos Sdlidos, Estatistica Quantica:
bdsons e férmions, Interacdo da Luz com a Matéria.

e Principios de Funcionamento de Lasers: Tipos de Lasers, A Fisica En-
volvida, Equacoes de Taxa

e Fontes Térmicas.

e Amplificadores épticos: Principios Fisicos, A Fibra dopada com Erbio,
Ruidos: ASE, etc:

e Fotodetectores: Principios de Funcionamento, Tipos de Fotodetectores,
Eficiencia Quantica e Fontes de Ruido

e Topicos Especiais (opcional): Quantizagdo do Campo Eletromagnético,
Equacoes de Maxwell-Bloch...
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Fundamentos de Mecanica Quantica

Objetivo: apresentar os conceitos fundamentais da Mecanica Quantica.

Principais Acontecimentos Historicos:

e 1900- Max Planck e a radiacdo do corpo negro - conceito de quantum e
a constante A.

e 1905- Einstein e o Efeito Fotoelétrico: surge o conceito de foton.
e 1908- Einstein e Debye - calor especifico de alguns sélidos - fonons.
e 1913- Modelo Atomico de Bohr - regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld.

e Anos 1920- de Broglie e a dualidade onda-particula. Desenvolvimento
formal da Mecanica Quantica por Schroedinger, Max Born, Heisenberg,
Wolfgang Pauli, Paul Dirac, etc. Escola de Coppenhagen e a inter-
pretacao probabilistica.
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— Na Mecéanica Cléssica as grandezas fisicas que podem ser observadas,
como energia E, posicao X, momento linear p, momento angular J, campo
elétrico E, campo magnético H, etc, sdao funcoes reais do espaco-tempo.
Em geral assumem espectro continuo, como energia, momento linear, etc.

— Na Mecanica Quantica, cada uma dessas grandezas fisicas deve ser
substituida por um operador hermitiano (uma matriz, tal que H = H"),
cujos autovalores s3o reais e cada autovalor representa um dos possiveis
resultados das medidas fisicas daquele operador. E importante notar que a
dimensionalidade do operador pode ser infinita. Por exemplo, o operador
posicao X.

— O principio de correspondéncia associado ao chamado Teorema de
Ehrenfest diz que no limite & — 0, os valores médios de qualquer oper-
ador quantico satisfazem as equacdes de movimento classicas. No caso de
h — 0 e em baixas velocidades, a mecanica quantica fica reduzida as Leis
de Newton da Mecanica Classica.
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POSTULADO FUNDAMENTAL: Um sistema fisico qualquer é de-
scrito por uma funcdo de estado \, correspondente a um raio no espaco

de Hilbert.

i) Espaco de Hilbert: é um espaco vetorial normado(com produto interno)
complexo de dimensao N. A dimens3o pode ir até infinito, sendo con-
stituida de uma parcela discreta e uma parcela continua de vetores, de-
pendendo dos graus de liberdade de interesse do sistema.

ii) Raio é um vetor cuja magnitude n3o é relevante, e sim sua direcdo e
sentido. Vetores paralelos com diferentes magnitudes correspondem ao
mesmo raio. Conforme veremos, na Mecanica Quantica adota-se a inter-
pretacdo probabilistica de Copenhagen e entdo os vetores representando
os estados fisicos devem ser normalizados.
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Notacao de Dirac:

- Espaco dos Kets: Kets s3ao vetores coluna com a seguinte notacao:

/Z;\

a)

\av )
E 6bvio nesse caso que o espaco de Hilbert possui dimensdao N e portanto
N vetores da forma acima.

- Espaco dos Bras: s3o vetores duais aos kets, ou seja, sao vetores linha
com a seguinte notacao:

_ T o k *
(al=(la))" = (al dy .- aN)
O simbolo § corresponde a transpsicdo e conjugacio complexa enquanto
que * corresponde a conjugacao complexa.
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- O produto interno entre dois vetores quaisquer é dado por uma expressao
denominada bra(c)ket. Dados dois vetores a e b, o produto interno é
expresso na forma:

(a,b) = (a] -|b)

lalb) -

Essa notacao simplifica bastante varias expressoes.
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Completeza e Ortonormalidade dos Estados no Espaco de Hilbert

No espac¢o de Hilbert podemos definir uma base de vetores {|a) } = (|1),(2)...|N))
num espaco de Hilbert de dimens3o N, satisfazendo uma condicao de norma:

<OC‘B> — 60€[37 (2)
Y o) {o] = Lyuy (3)

~> |o) e |B) sdo dois kets pertencentes a mesma base ortonormalizada.

~> 5043 é funcao delta de Kronecker, ou seja:
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Completeza: A soma de todos os produtos tensoriais da forma |a) (o] deve
ser igual a matriz identidade de ordem N, sendo N a dimensionalidade do
espaco.

Y lo (o] = Lyun

No caso de espacos de dimens3o infinita com espectro continuo a funcao
delta de Kronecker deve ser substituida pela funcdo delta de Dirac e a soma
sobre ot deve ser substituida pelo simbolo de integracao.
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Qualquer estado fisico |W) pode ser expandido em uma base completa que
cumpre com as condi¢des (2) e (3)(assim como qualquer vetor do espago
N> pode ser expandido na base ortonormalizada cartesiana):

W) =) colar) 4)

onde ¢y sdo coeficientes complexos.
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2° Postulado: Interpretacdo Probabilistica da Mecanica Quantica (devida
a Max Born)

Dado um estado fisico na forma (4) a probabilidade de que o sistema seja
encontrado em um estado especifico |o) serd dada por:

P =[{a|y)[* = |cal” . ()

Da teoria das probabilidades, 0 < P < 1. Nesse caso a probabilidade de
encontrar o sistema no estado |y) dado que o sistema encontra-se no estado
lw) deve ser unitaria, ou seja:

(yly) > =1 (6)

que corresponde a normalizagdo do ket |y).
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Da definicdo (6) veja que:

’<\|f|\|f>|2 Z |CB an‘a :ZZCBCOC B‘OC ZZCBCG aB—ZC Ca=1,

o« B

ou seja, uma vez que Cicq = |cqo|?

Y lea/?=1. (7)
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3° Postulado: Observaveis Fisicos

Todo observavel fisico é representado por um operador hermitiano cujos
auto-valores sdo reais. Um operador pode ser representado por uma matriz.
S3o observaveis a posicao x, o tempo #, a energia £, momento linear p e
momento angular J, dentre outros.

Para um observavel A cumpre-se a relacao

A=AT. (8)

A relacao acima implica que os autovalores de A s3o reais. Podemos
determinar todos os autovetores e autovalores de A:

det(A—A1)=0, 9)

que dard todos os autovalores A de A e

Ala) = ala) , (10)

sendo @ um autovalor e |a) um autovetor da matriz A.
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Qualquer operador pode ser expandido em uma base completa:
A=1A1=) |a)(alA) [B)(B| = Z\Oﬂ alA|B) (B
o B
Utilizando as propriedades de produtos matriciais, temos

AZZ[;\OC a|A|B) (Bl = Z\Oﬂ (B -

Note que (o|A|B) é um escalar e nesse caso:

=Y (a|A|B) o) (B = ZAaﬁloc (11)
a,p

ou seja, o elemento Ayg da matriz A na base especificada é dado por:

ocB — < |A‘B>
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4° Postulado: A equacao de Schroedinger

Dado o operador hamiltoniano H, cujos autovalores correspondem as auto-
energias de um sistema fisico, a evolucdo temporal de um estado fisico
qualquer |y) sera dada pela equag¢do de Schroedinger, mostrada abaixo:

A . a
Hly) = i~ |y) . (12)
t
Se |W) é um auto-estado de H, entio

Hly) =Ey) , (13)

onde E é a energia correspondente ao estado |y). Substituindo na equagido
(12) temos:

. 0
Hly) =E|y) =i~ ) ,
e resolvendo a equacdo diferencial, tem-se:

(1)) = e 15 y(0)) (14)

~» Para um auto-estado de H a evolucao temporal apenas acrescenta uma
fase a fungdo |y) inicial, preservando a propabilidade de encontrar o sistema
no estado fisico |y).
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5° Postulado: Colapso da Funcao de Ondas

Dado |y) que ndo é um auto-estado de um certo observavel A, a realiza¢do
de uma medida daquele observavel dard como resultado um dos auto-estados
do operador correspondente A, com certa probabilidade de ocorréncia.

~> Uma nova medida do observavel somente ira confirmar o resultado da
primeira medida, pois diz-se que o estado fisico |\) colapsou para um dos
possiveis auto-estados do operador A.

O valor médio das medidas do observavel A sobre muitos ensembles prepara-
dos no mesmo estado inicial |y) serd dada por:

(Ayy = (VA]y) (15)

entretanto uma medida especifica de A somente poderd fornecer um dos
auto-valores de A, com certa probabilidade.
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O processo de medida e colapso é esquematizado abaixo.

Dado o estado |y), que pode ser expandido na base que diagonaliza o
operador A, na primeira medida, |) colapsa para um dos estados |a) com

probabilidade |c,|?.

W) =Y culd’) — Aly) — |a) com Prob. |c,|’

Uma vez realizada a medida, nas préximas medidas do operador A, o
sistema j& estard em um auto-estado de A. Nesse caso, esse auto-estado
apenas sera confirmado com 100% de probabilidade. Esse procedimento
também denomina-se preparacdo de um estado.
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Operadores Compativeis

S3o dois observaveis A e B, para os quais a medida de um n3o altera a
medida do outro, ou em outras palavras, possuem os mesmos auto-vetores.
A base que diagonaliza o operador A também diagonaliza B, entao

Ala) =ala) e Bla) =b,|a)

ol

onde b, corresponde ao autovalor do operador B correspondente ao au-
toestado |a).

Nesse caso é facil mostrar que:
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Vamos realizar algumas definicoes:

>

A,B] = AB—BA, (16)
{A,B} = AB+BA, (17)
(18)

(16) é denominado comutador de A e B enquanto (17) é denominado
anti-comutador.

Para dois observaveis compativeis:
[A,B] =0
enquanto que observaveis incompativeis nao comutam, ou seja:
A,B] #0

~» Uma vez que todos os auto-estados de um sistema evoluem de acordo
com a equacao de Schroedinger dependente do tempo, serdo conservadas
todas as grandezas que comutam com o Hamiltoniano do sistema:

oS

[AH] =0
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Transformagoes de Base

Dadas duas bases de kets ortonormalizadas que denotaremos por {]O@} =

o), o). low) ;e 1[Bi)} = {[B1),[B2).-[Bn) } podemos converter uma

base na outra, utilizando a completeza:

1Bi) = 1|B:) Z\% (o 1Bi) = Y ({ouIBa))loxs)

J

ou seja,

Bi) = X Capl) (19)
J
COCjBi — <Ocj‘Bi> : (20)

E possivel portanto encontrar os coeficientes de expansao de uma base
para a outra através do produto interno.
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O Principio de Incerteza

O principio de incerteza foi demonstrado primeiramente por Heisenberg e
ha duas maneiras de interpretar.

1 - Teoria das Transformadas de Fourier

E uma forma de compreender a famosa dualidade onda-particula através
da teoria de transformadas de Fourier, onde espaco e momento linear, tempo
e energia estao em espacos reciprocos. S3o espacos duais:

tempo ¢ < Energia (ou frequencia) E = ho ,
posicao x «» momento linear(ou vetor de onda) p=1/7k .

De um ponto de vista de transformacoes de base, podemos expressar uma
funcdo de ondas no dominio (x,7) ou no dominio (p,E) para significar o
mesmo estado fisico. Apenas estariamos expandindo o estado fisico em
bases distintas, com uma regra especifica de transformacdo. Vejamos que
dado o estado fisico |\), podemos fazer:

v(p) = (pl¥) , (2D)
y(x) = (x]y) . (22)
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Como a posicao é uma variavel continua, assim como o momento linear,
a completeza é expressa na forma:

Y ) (x| = [ dxixx

e podemos ent3o expressar (21) na base |x):

w(p) = (pv) = (PI11V) = [ dx(plx) (x|w) 23)

O mesmo vale para:

w(x) = (xly) = (1) = [ &'p(xlp) (pIv} 24)

identificando X e p em espacos duais e as equacbes acima correspondentes
a pares de transf. de Fourier:

lx) = (Xp))" = (ypsexp |

(25)

—Ip-X
h
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Da teoria de transf. de Fourier: se a largura espacial de y(x) com relagdo
ao eixo x vale Ax e a largura no espaco de momento de Y(p) com relagdo
ao eixo p, corresponde a Ap, entdo:

Interpretacdo: dada uma medida de posicao e momento em uma determi-
nada direcdo, a uma incerteza na medida da posicao, Ax, deve corresponder
uma incerteza no momento linear, Ap,, cujo produto € da ordem da con-
stante de Planck. Portanto posicao e momento linear sdo incompativeis,
quanto maior a precisao na determinacao de um, maior serd a imprecisao
quanto ao valor do outro;
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- Uma onda plana é completamente caracterizada por energia e momento
linear. Dessa forma seriam conhecidos (E = /io,p = k). Como a onda
plana se extende por todo o espaco a incerteza quanto a posicao de uma
particula cujo momento e energia sdo perfeitamente determinados vai
para infinito;

- Uma particula localizada no espaco a um dado instante de tempo é car-
acterizada por uma funcdo delta de Dirac, 8°(x —X((¢)) e corresponde
portanto a uma incerteza total do seu momento e energia, uma vez que
para compor a funcdo delta, o espectro de energia e momento nao é
localizado.
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2 - Utilizando Operadores e a Algebra de Matrizes

Consideremos dois operadores quaisquer A e B, tal que o desvio da média
é dado por:

M =A—(4) , (27)
AB:B_<E> )

(28)

onde é facil ver que (AA) =0, todavia ((AA)?) # 0, resultados conhecidos
da estatistica.
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E possivel ainda escrever a seguinte relacao:

{A,B} (29)

onde usamos o comutador e anti-comutador dos operadores. Das nocdes
de estatistica, vale lembrar ainda que |(A?)| > [(A)|* e além disso:

U PSRV [
AA-AB = [AAAB)+ - {AA, AB} =

L.~ ~ 1.~ A
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Utilizando a desigualdade de Schwarz dos valores médios, temos:
((AA)*) - ((AB)*) > [(AA - AB)|?
de onde é facil mostrar que:

<(AA)2>-<(AB)22£!<[ B . 3D

As seguintes relacoes sdo denominadas relacoes de comutacao candnicas:

[Xi,Xj: = O, (32)
xi, pj| = ild;; , (34)
onde x; e p; = —ihd/dx; sdo operadores de posicdo e momento, respecti-

vamente, 9;; € a funcdo delta de Kronecker e entdo, utilizando (31) é facil
ver que:

h
Ax-Ap, > 2 |
Px=75
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1 A Equacao de Pauli-Schroedinger Nao-Relativistica

Consideremos a func3o hamiltoniana de uma particula livre n3o-relativistica:

2
P
H=—
2m’

e adotemos a prescriciao da mecanica quantica, onde substituimos o mo-
mento linear p pela forma de um operador diferencial na forma:

p = —ihV

e utilizando a eq. de Schroedinger

. oy
Hy =ih—
Y =1 3
obtemos a equacao ,
h oy
—— Viy =i
2m V=i or (39)
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A solucdo é da forma:

W(x,1) = yoe (KN (36)

Observe que i = E é a energia da particula, o que nos permite escrever
a equacao de Schroedinger independente do tempo:

p2

Hy(x) = Ey(X) = —y(X) .
W(x) = Ew(x) = 2wy
Desta dtlima obtemos a relacdo energia-momento para uma particula nao-

relativistica livre, na forma:

nk?
2m
onde k = |K|. Esta é a relagdo de dispersdo de uma particula ndo-relativistica
livre.

E(k) (37)

Observe ainda que a particula livre é bem caracterizada pela sua energia
E = ho e momento linear p = ik, cuja solugdo € a onda plana (36). Dessa
forma a incerteza de posicao ¢é total, pelas relacoes de incerteza.
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Para uma particula de carga elétrica ¢ e spin 1/2 na presenca do campo
eletromagnético representado pelos potenciais (0, A) a equacio de Schroedinger
deve levar em conta as interacoes:

~ |1 5 S oy
Hy = [%(p—qA) +61¢—,UB<5'B] \If—lhg : (38)

onde 6 = (Oy, 0y, 0;) sdo as matrizes de Pauli, dadas abaixo

01
cf:QO>, (39)
0 —i
(io), (40)

1 0
@:(O_J7 (41)

ug = gh/2m é o magneton de Bohr, sempre lembrando que p = —ihV é
um operador diferencial e em geral na mecanica quantica A-p #p-A, a
menos que V-A =0.

Q
|
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~> A fung¢do de onda y(x,7) é denominada spinor de Pauli, e tem duas
componentes no espaco de spin, correspondendo aos autovalores possiveis
das matrizes de Pauli, 0 = 1. E convencional adotar o eixo z como eixo

de quantizacao do spin.
_ ‘I’T)
v=(u) .

oY =V , 6 Y=Y,

Em uma primeira aproximacao, para determinar a estrutura eletronica de
atomos, negligenciam-se o potencial vetor A e o spin, considerando-se ape-
nas o potencial eletrostatico de Coulomb.

A equacao de Schroedinger independente do tempo para uma particula de
carga ¢, massa m na presenca do potencial elétrico ¢ fica dada na forma
abaixo:

2
[—h—v2 + q(l)] v=Evy. (42)
2m
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~> A Ultima equacao permite determinar as solucdes e as energias cor-
respondentes para os atomos de niimero atomico Z com um Unico elétron
g = —e, dado o potencial da forma

B Ze
B 475801’ .

0

~> A solugdo de orbitais ligados deve-se considerar a condi¢do Y(r —
) — 0. Na verdade a equagdo acima permite a solugdo dos niveis de
energia do atomo de hidrogénio e a obtencao dos orbitais eletronicos para
outros atomos, contendo apenas um elétron.

~+A inclusdo de todos os Z elétrons para um atomo eletricamente neutro

perturba os niveis de energia, mas as solucoes verdadeiras sao obtidas a
partir dessas solucoes particulares.
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Nocoes da Teoria do Estado Sélido

Os tdépicos mais relevantes, dos quais alguns serdo tratados aqui sao:

1) Atomos, Moléculas e Ligacdoes Quimicas;

i) Simetrias e Grupos Cristalinos;

i) Teorema de Bloch e estruturas de bandas;

iv) Excitacdes Elementares nos sélidos: fénons, magnons, polarons, plas-
mons, etc;

v) Condutores, Isolantes e Semi-Condutores;

vi) Transi¢Oes de Fase.

Tentaremos dar uma nocao geral de como partimos da teoria dos niveis de
energia atomicos para obter a estrutura de bandas dos materiais.
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Atomos, Moléculas e Estrutura de Bandas dos Sélidos

~» Atomo: menor porcao da matéria capaz de conservar as propriedades
essenciais de um determinado material.

~» O arranjo dos varios atomos e moléculas em um sélido introduz graus
de liberdade. Fendmenos coletivos aparecem.

O atomo é um arranjo de particulas tal que:

— O nlcleo constitui-se de protons e néutrons, correspondendo a quase toda
a massa do atomo. O nimero de massa corresponde a soma do niimero
de protons e néutrons do atomo. Uma vez que a massa total é aproxi-
madamente a massa do ntcleo, e para primeira aproximacdo a massa de
prétons e néutrons é praticamente a mesma, a massa atomica é o produto
do nimero de massa pela massa de um préton, aproximadamente;

— a eletrosfera é o nicho dos elétrons, que ocupam orbitas bem definidas
ao redor do ndcleo. Em um atomo eletricamente neutro o nimero de
elétrons e protons é o mesmo.
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~» Embora o nicleo possua uma estrutura de niveis de energia, ditada
pelas forcas eletromagnéticas e pelas interacoes de origem nuclear denomi-
nadas interacoes fortes capazes de manter coesas as particulas que compde o
nucleo, em energias ordinarias o nicleo encontra-se no estado fundamental,
ou seja, de mais baixa energia possivel e praticamente todas as propriedades
da matéria serdo ditadas pelo nimero de cargas no niicleo e pelas camadas
eletronicas.

~> Nimero Atomico Z: é o nimero de cargas de um atomo.

~> Indo um pouco além: s3o as camadas eletronicas mais externas, de-
nominadas camadas de valéncia, aquelas que irdo determinar as principais
propriedades fisico-quimicas dos materiais.

~» Elétrons nas camadas mais internas e completas sdo denominados
elétrons de caroco e em condicbes normais interagem muito menos do que
aqueles nas camadas de valéncia. Os efeitos nucleares sdo um ramo de
estudos denominado Fisica Nuclear, que n3o nos interessa aqui.
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~> A estrutura atomica é determinada pela solucao da equacao de Pauli-
Schroedinger, levando em conta os varios efeitos de spin, spin-drbita, etc.

~> O atomo mais simples é o Hidrogénio, que possui um tinico préton e um
unico elétron. Somente para este é conhecida a solucdo exata da equacdo
de Schroedinger.

Negligenciando os efeitos de spin-6rbita para um atomo qualquer de niimero
atomico Z, na auséncia de campo magnético externo, temos:

Z 2 4 0 )
T =h pi Zlg* 1 q]
H=A om A dnelx| 2 43
N+i—212m i—214n80|xi‘ +2i2j4n80|xi_xj‘ ’ (43)
. Z+N P?
Hy=), 5,1V 44
N J; 2M+ n(p,n) , (44)

sendo N o ndmero de néutrons, Hy o hamiltoniano do niicleo e Uy(p,n)
um termo de energia potencial bastante complexo que depende de interacoes
fortes e eletromagnéticas entre prétons e néutrons.
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Em geral é possivel fatorizar a funcao de ondas na forma de um produto:

Ya=YRWYy,
de tal forma que:
Hyyn = EnYy

resumindo o problema a solucao de:

A Sp; & Zlgr o1 lq]?
o= Y-y od 4y 45
0= Lom Hameglx] 24 Ameolxi—x;| )
Hyy = Evy . (46)

No Hamiltoniano Hy a interpretacdo dos termos é a seguinte:

— O primeiro termo corresponde a energia cinética dos elétrons;

— O segundo termo ¢ a energia de interacdo dos elétrons com o potencial
elétrico criado pelo nicleo, correspondendo a uma atracao coulombiana;

— QO dltimo termo é a repulsdo coulombiana entre pares de elétrons.
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Existem varios métodos de solucao do problema descrito acima, cabendo
destacar dois muito conhecidos na literatura corrente: o Método de Hartree
e o Método de Hartree-Fock. A diferenca basica é que o Método de Hartree-
Fock leva em conta a anti-simetria das funcoes de ondas de férmions.

Podemos considerar como primeira aproximacao atomos ionizados de tal
forma que apenas um Unico elétron esteja presente. Nesse caso o problema
a ser resolvido sera:

o 24 (,0,9,0) = Ey(r,0,0,0) 47)
2m 47580}" ‘"|I r? 7(P7 - \lj r? 7(p7 Y

onde ¢ denota o grau de liberdade de spin.

Note que para a funcao Y existem 4 coordenadas independentes, X =
(r,0,0) e o spin G que para os elétrons pode ser 6 = +1 ou 6 = —1,
correspondente aos autovalores da matriz de Pauli G,.
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Impondo as seguintes condicdes:

\|](r—>oo)—>(),

/w*de:l,
|4

permite encontrar as seguintes solucoes:

Wnlmc(ry ea 0, G) — Pnl(r)Ylm(ev (P)XG ) (48)

onde P, (r) sdo polindmios radiais determinados a partir das fun¢des de

Laguerre, ¥,"(0,¢) sdo as harmonicas esféricas e Xs € um spinor de Pauli
definido anteriormente.
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Note que existem quatro nimeros quanticos.

— O numero quantico n é dito numero principal e refere-se a camada de
energia e a proximidade em relacdo ao nicleo. Quanto menor o nimero
n mais proximo o orbital estara do nucleo. Pode assumir somente valores
inteiros n =1,2,3,4...;

— O ndmero quantico [ determina o momento angular e é denominado
nimero quantico azimutal, assumindo os valores [ =0,1,2...n— 1. Existe
ainda a nomenclatura s, p,d, f... correspondendo aos valores 0,1,2,3...,
respectivamente. Determina a forma dos orbitais;

— O ndmero quantico m corresponde a projecao do momento angular sobre
o eixo de referéncia z. Uma vez que o momento angular é quantizado m
somente pode assumir valores inteiros na formam = —1[1,—[+1,...0,...] —
1,1 E denominado também nidmero quantico magnético, pois 0 momento
angular orbital esta associado ao momento de dipolo magnético orbital e
nesse caso a aplicacdo do campo magnético externo modifica as energias
de acordo com o valor de m;

— O ndmero G corresponde ao spin, e para particulas de spin 1/2 somente
pode assumir dois valores, 6 = +1 para os autovalores de G,(ou de acordo
com a notagdo +1/2.)
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Uma vez conhecidos todos os orbitais W,,;,,6(r, 0,9, 6) para um dado dtomo
de ndmero atomico Z, é possivel ir preenchendo os orbitais de 1 até Z
elétrons, e ir recalculando as energias do atomo até finalizar o processo. Em
geral valem algumas regras empiricas para o preenchimento dos orbitais:

— Principio de Exclusdo de Pauli: elétrons s3o férmions, e nesse caso nao
podem dois elétrons ocupar o mesmo orbital (ndo podem ter os quatro
nimeros quanticos iguais). Assim determina-se que paran=1,[=0¢e
m = 0 obrigatoriamente e ficamos entdo com o maximo de 2 elétrons,
correspondendo as duas possibilidades de spin;

— Regra de Hund: o estado fundamental de um atomo maximiza o momento
angular de spin, e adota o valor de momento angular orbital compativel
com a maximizacdo do momento angular de spin total. Esse procedi-
mento simetriza a parte do spin e anti-simetriza a parte espacial da funcao
de ondas, fazendo com que os elétrons tenham probabilidades maiores de
estarem mais distantes, o que minimiza a repulsao coulombiana. ;

— Diagramas de Linus Pauling: concebido pelo famoso quimico, permite
determinar através de uma forma diagramatica o estado fundamental
dos atomos.
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S3o caracteristicas fundamentais dos atomos:
1) os niveis de energia atbmicos sdo discretos;

i) a inclusdo de interagBes adicionais remove algumas simetrias e conse-
quentemente a degenerescéncia do espactro. Observe que simetria implica
mais de um estado fisico com a mesma energia, e quanto maior a simetria
maior a degenerescéncia, portanto.

~> A aplicaciao do campo magnético, por exemplo, pela interacao de Zee-
man,

HZeeman — —ugpo - B ;

remove a degenerescéncia de momento magnético de spin, ou seja um

elétron de spin up tera energia diferente de um elétron de spin down no
mesmo orbital.
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Dispositivos Fotonicos: Parte 1

E(n,lm,s)
J
=0
n=1, [=0
m=0, s=+t1
Niveis
degenerados

rigure 1: Desdobramento de niveis de energia atdmicos.

s=-1

s=+1

O campo B
remove
parcialmente
a degener.
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Moléculas: s3o arranjos de uns poucos atomos, embora algumas moléculas
possam ser formadas por dezenas de atomos.

~> Em geral as moléculas tem simetria menor do que os atomos individuais
que a formam. Nesse caso, havera desdobramento de niveis de energia, pela
quebra de simetria. Outra forma de entender o desdobramento é a presenca
de novas interacoes.

~> Vamos ver o que acontece quando aproximamos dois atomos através de
um modelo bastante simplista, mas que permite entender qualitativamente
um fendmeno bastante importante.

Consideremos dois atomos idénticos A e B, cuja energia individual é dada
por €, que inicialmente estao muito distantes. Nessa configuracdo a energia
total do sistema seria 2€, uma vez que para r — oo a interacao entre os
atomos A e B é tao pequena que pode ser desprezada.

A medida em que aproximamos os dois atomos a energia de interacao
entre ambos deve aumentar progressivamente. Denominemos tal energia de
interacao simplesmente A.
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Podemos propor uma Hamiltoniana para o sistema, na forma:

H=H,+Hz+Hp , (49)

tal que na auséncia de interacdo Hyp — 0 e as solucoes do sistema nao
sofrem perturbacdes, ou seja, teriamos as seguintes equacoes:

ﬁAWA(Xl) = eyu(xy)

ﬁBWB(Xz) = eYp(X2)
Se Hyp — 0 ent3o H é diagonal na base {lwa),|wg)}

A medida que os dtomos se aproximam a interacio Hyp aumenta, pro-
duzindo uma mistura dos orbitais Y4 e WYg. Em forma matricial podemos

escrever.
A e —A
H= (_ A e ) , (50)

sendo questao trivial diagonalizar a hamiltoniana acima, propondo a solucao
da forma:

) =Alya) +Blyp) ,
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Determinando os autovalores de H e os autovetores temos:

1

y_) = ﬁuw +|yg)) para E_ =¢e—A (51)
1

) = ﬁuw — |wp)) para EL =¢e+A, (52)

— Considerando-se dois elétrons, inicialmente um em cada atomo, quando
A — 0 e a distancia € muito grande, a energia conjunta dos dois atomos
soma 2€.

— Aproximando os atomos, os dois elétrons podem ocupar o orbital
denominado orbital ligante |W_), que tem a menor energia, com spins

contrarios obviamente. A energia da molécula passa a ser E = 2E_ =
2e —2A.

— Nesse caso a formacao da molécula é energeticamente favoravel em
relacdo aos dois atomos separados. E claro que existe uma distancia 6tima
para a qual a energia se reduz. Aproximando mais, a energia deve aumentar
devido a efeitos de repulsao de Coulomb.
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— O outro orbital |y, ) tem energia €+ A e é dito orbital anti-ligante pois
tem energia maior do que o orbital atomico dos dois atomos distantes, nao
favorecendo a ligacao.

— Observe que um fenomeno importante acontece quando fazemos dois
atomos interagir para formar uma molécula: O nivel de energia atomico €
se desdobra em dois niveis € == A, separados por uma distancia 2A, sendo A
a energia de interacao.

— Obviamente que a simetria em uma molécula é menor do que a simetria
do atomo e por consequéncia disso degenerescéncias sao removidas.

— Quando levamos em conta mais orbitais na ligacdo molecular, ou
mesmo, quando mais de dois atomos participam, ocorre o desdobramento de
um Unico nivel de energia atomico em varios niveis energéticos moleculares.

Dispositivos Fotonicos: Parte 1 53/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

A(r)

Molécula
E+ A
I‘)’
{ 2A
\\\
& — A

rigure 2 Niveis de Energia Molecular devido a Interacdo Atomo-Atomo.
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1> A W

Y
O ® O ® r

A B A B

rigwre 3: FUNCOES Moleculares Ligante e Anti-Ligante. Observe que os elétrons
tendem a ficar entre os atomos A e B no orbital ligante, enquanto ficam

cada um em seu atomo noorbital anti-ligante. No orbital ligante os spins
sao anti-alinhados.
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~» Podemos separar as ligacoes quimicas basicamente em:
— Ligacoes covalentes,

— Ligacoes ionicas,

— Ligacoes de van der Walls.

No caso acima foi considerada a ligacao covalente, que ocorre quando
os atomos que a formam tem a mesma estrutura na camada de valéncia,
favorecendo uma distribuicio mais homogénea das cargas.

~> Se as Utlimas camadas dos 4tomos interagentes tem diferentes niimeros
de elétrons, pode ser que os elétrons que participem da ligacao tenham
tendéncia a se aproximar de um dos atomos, gerando a ligacdo denominada
ionica.

~> As ligacoes de van der Walls estdo relacionadas a gases nobres.

~> As propriedades dos sélidos s3o ditadas em grau elevado pela forma
como os atomos e moléculas que o formam fazem suas ligacGes.
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— Regra do Octeto: todos os atomos tem a tendéncia a completar as suas
utlimas camadas eletronicas de modo a que os momentos de dipolo elétrico
e magnético total sejam minimizados, reduzindo assim a energia total da
estrutura.

~> Os metais sao caracterizados por camadas eletrbnicas mais externas
com numero de elétrons < 3, e portanto para completar essas ultimas ca-
madas, varios atomos devem compartilhar a ligacdo, tornando assim os
elétrons praticamente deslocalizados dentro da molécula, i.e., a ligacao metalica
é uma ligacdo covalente com participacao de muitos atomos, fazendo com
que os elétrons de valéncia fiquem deslocalizados, formando assim a denom-
inada banda de conduc3o, formada por elétrons quase livres.

~> Os isolantes sao geralmente formados por elementos com nimero de
elétrons > 5 e um pequeno nimero de atomos participa da ligacao para dar
estabilidade ao sistema fisico, fazendo com que os elétrons fiquem localizados
numa regiao delimitada por poucos atomos. Elétrons localizados sao menos
aptos a se mover, reduzindo propriedades como a condutividade elétrica, por
exempo.

~» Ja os semicondutores encontram-se numa situac3o intermediaria, onde
o numero de elétrons de valéncia é igual a 4.
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~> Generalizando: o que deve ocorrer em um sélido em termos de niveis
de energia?

— Os niveis atomicos comecam a se desdobrar e quando o nimero de
atomos é muito grande, dizemos no limite em que N — oo, cada nivel de
energia desdobra-se em um espectro continuo em torno do nivel original.

~> Niveis atomicos antes discretos agora assumem carater continuo e al-
guns niveis que antes estavam separados agora podem passar a se superpor.
Diz-se entao que formou-se uma estrutura de bandas.

/

~» E claro que os niveis de energia de elétrons de caroco n3o siao pro-
fundamente alterados, continuam sendo discretos ou formam bandas muito
estreitas, com energias muito abaixo do ultimo nivel ocupado.
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Atomo Molecula Solido
E FE E

Gap 1

Gap

= D(E)

rizure4: EStrutura de Bandas: do atomo ao sélido o espectro de energia outrora
discreto passa a ser continuo. Ainda assim podem existir gaps, devido a

niveis que se desdobraram mas ndo houve superposi¢cao com outros niveis
desdobrados.
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~> Quando passamos ao regime do estado sélido é mais conveniente falar
em densidades de estados de energia, que corresponde ao nimero de estados
disponiveis para ocupacao por unidade de energia. Definindo-se entdo:

(53)

sabemos que haverdo AN = D(E)AE estados fisicos disponiveis para os
elétrons.

~» Para um atomo ou uma estrutura molecular simples, é claro que os
niveis sdo discretos, e podem ser representados, em termos de uma densi-
dade, por funcoes delta de Dirac:

D(E)=) D,3(E—E,) . (54)
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~> Quanto a estrutura dos sélidos devemos saber que a estrutura de bandas
sera definida por um conjunto de fatores como:

— Estrutura cristalina;
— Tipo de atomo que compoe a rede cristalina e grau de pureza;

— Tipos de interacoes admissiveis entre os atomos desse soélido.

O tipo de atomo também define o nimero total de elétrons por unidade de
volume. Devemos, apds descobrirmos a estrutura de bandas, colocar cada
elétron em um nivel de energia disponivel, até que todos os elétrons tenham
sido alocados em algum nivel de energia, sempre iniciando da mais baixa até
a mais alta, respeitando o principio de Exclusdo de Pauli.

~> O dltimo nivel de energia preenchido é usualmente conhecido como
nivel de Fermi.

Em funcdo do preenchimento das bandas podemos classificar os materiais
em:

— Isolantes:
— Condutores:

— Semicondutores.

Dispositivos Fotonicos: Parte 1 61/66




Prof. Dr. C.A. Dartora

Isolante Condutor Semicondutor
E A E A E A

D(E) D(E) D(E)

rigure 5: BEstrutura de Bandas Simplificada dos Materiais: em um isolante a banda de valéncia
estd completamente cheia enquanto a de condugao estd vazia; para um condutor a banda
de valéncia confunde-se com a banda de condugdo pois estd parcialmente preenchida. Ja
os semicondutores seriam isolantes a 7' = 0K, mas o gap € pequeno permitindo excitagao
térmica da conducao.
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~> Nos condutores a energia de Fermi, Eg, correspondendo ao ultimo nivel
de energia preenchido, esta dentro da banda de condugio (BC). Logo acima
de Er ha estados disponiveis. Dessa forma qualquer energia é suficiente
para retirar algum elétron do seu estado fundamental. Em geral ocorre com
0s metais, pois estes tem em seus atomos, a dltima camada praticamente
vazia, formando no sélido uma banda fracamente preenchida.

~> |solantes sao formados de atomos com camadas de valéncia prati-
camente cheia, e isso se traduz na estrutura de bandas. A banda de
valéncia (BV) fica cheia e aparece um gap para a préxima regido de estados
disponiveis. A BC fica vazia. A ordem do gap é de 4 a 5eV. Em geral sao
necessarios altos campos aplicados, processos opticos ou altas temperaturas
para promover os elétrons da banda de valéncia para a banda de conducao.

~> Semicondutores seriam isolantes em baixas temperaturas, com gap
da ordem de 1eV. Os atomos que formam um semicondutor possuem sua
camada de valéncia preenchida até a metade, mas no soélido por conta das
ligacoes covalentes, a BV fica praticamente cheia. A temperatura é capaz
de promover alguns elétrons da BV para a BC, o que n3o ocorre em um
isolante em temperatura ordinarias. A dopagem introduz niveis dentro do
gap aumentando a condutividade.
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Estatistica Quantica

~> Na mecanica quantica as particulas tem a propriedade de serem indis-
tinguiveis entre si, e nesse caso, conjuntos de muitas particulas devem sat-
isfazer simetrias de permutacio.

~» Podemos separar as particulas quanticas em dois tipos: Férmions e
Bosons.

~» Teorema Spin-Estatistica assegura que todas as particulas de spin semi-
inteiro (1/2,3/2,5/2...) sdo férmions e particulas de spin inteiro (0, 1,2,3...)
sao bdsons.

~> Em geral, considerando-se particulas fundamentais os férmions sao os
constituintes da matéria: elétrons, prétons e néutrons, no caso da matéria
condensada.

~> Os bodsons sdo os portadores da interacdo entre os férmions. Ex.:
interacao eletromagnética - féton; vibracoes de uma rede cristalina - fonons,
etc
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Estatistica de Fermi-Dirac

~> Particulas com spin semi-inteiro devem satisfazer o principio de exclusao

de Pauli.

~> A funcdo de ondas total de um sistema de férmions deve ser anti-
simétrica pela permuta de dois férmions.

~» As particulas de spin semi-inteiro satisfazem as estatisticas de Fermi-
Dirac, dada abaixo:

1
eB(E_EF) +1 7

frp(E) = (55)

onde Er é denominado nivel de Fermi e B =1/(kgT). Nota-se facilmente
que se 3 — oo, para E < Er a funcdo tende para a unidade enquanto que
para £ > Er a probabilidade de ocupacao cai para zero.
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Estatistica de Bose-Einstein

~» Para particulas de spin inteiro, denominadas bdsons, a permuta de duas
delas nao altera o sinal da funcdo de ondas total. A func3o de ondas total
deve ser simétrica pela permuta.

~> Os bdsons ndo precisam satisfazer o principio de exclusdo de Pauli.

~» Bdsons satisfazerm uma estatistica denominada estatistica de Bose-
Einstein, que fornece o nimero de ocupacao de um estado fisico de energia
E, na forma

(56)

onde B =1/(kgT)

~» Os fotons satisfazem uma estatistica de Bose-Einstein.

Dispositivos Fotonicos: Parte 1 66/66




