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Professor: César Augusto Dartoral!

Esta lista de exercicios tem por objetivo a revisao dos conceitos fundamentais da Mecanica Quéantica.
Sugere-se fortemente a leitura dos Capitulos 1, 2 e 3 do livio Modern Quantum Mechanics de J.J.
Sakurai.

1)

2)

Suponha que uma matriz 2 x 2 M seja escrita na forma abaixo:
M=ay+1id-a,

sendo ap um ndimero, & = (04, 0y, 0,) as matrizes de Pauli e a um vetor no espaco tridimensional.
a) Determine a relacao entre ag e ag, onde o indice k representa k = x,y,z = 1,2, 3, e os tragos
Tr(M) e Tr(oxM). Lembre-se que o traco de uma matriz corresponde & soma dos elementos da
diagonal principal.

b) Obtenha ap e a em termos dos elementos M;; da matriz M.

Considere os ket-estados |+) e |—), na forma

a)Demonstre que as matrizes de Pauli podem ser representadas na forma abaixo:

0p = [} (=1 + =)+,
oy = —ilH)(=|+ i) {+],
0. = [H){+] = [=){-,
b) Demonstre que:
(|B) = dap
com os indices « e 3 escolhidos entre +, —.
c¢) Demonstre que:
> el =1

a=+,—
onde 1 é a matriz identidade de ordem 2.
d) Definindo S; = %ai, onde i = x,y, z mostre que

Sz, S,] = ihS.

h2
{8i, 85} = - 0ij

onde d;; é a funcao delta de Kronecker.
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3)

4)

5)

6)

7

Demonstre que para um dado um vetor unitario fi formando um angulo 8 com o eixo z e & com
o0 eixo x, ou seja n = (sin [ cos v, sin [ sin «, cos ), temos:

Verifique ainda que:

Sendo o operador de spin S = h5 /2 para um dado sistema fisico de spin 1/2 que sabe-se, estd
inicialmente num auto-estado de spin S - n, na diregao 0, cujo auto-valor vale /2, ou seja:

| -1, +) = cos (g) [+) + €™ sin (g) |—)

sendo |+) e |—) os autoestados da matriz S, com autovalores +h/2 e —h/2, respectivamente,
e estando 1 contido no plano zz. Qual a probabilidade de que uma medida de S;, ou seja, do
spin na diregao x, tenha como resultado +h/27

Considere um sistema fisico de trés niveis |1), |2) e |3) e A um operador fisico que pode ser
representado nessa base de autovetores pela seguinte matriz:

a 0 0
A=10 —a 0
0 0 =-—a

Observe que A tem espectro degenerado. Dado outro operador B representado nessa base na
forma abaixo:

b 0 0
B=|0 0o i |,
0 —ib

a) O operador B também tem espectro degenerado?
b) mostre que A e B comutam.
c¢) encontre uma base que diagonalize A e B simultaneamente.

Dado o operador Hamiltoniano de um sistema de dois niveis:
H = e(|1)(1] = [2)(2]) + A(11){2] + [2)(1])

onde € e A sao dois valores reais com dimensao de energia. Encontre os auto-valores e autovetores
de energia. O que acontece para A — 07

Dado o operador Hamiltoniano de um sistema de dois niveis:
H = e([1){1] + 2)(2]) + A(1)(2] + [2)(1])

onde € e A sao dois valores reais com dimensao de energia. Encontre os auto-valores e autovetores
de energia. O que acontece para A — 07 O que se pode inferir sobre a presenga de A no espectro
de energias do Hamiltoniano acima?



8)

9)

10)

11)
12)

13

14

Mostre que

D[] n () 022
exXp 2 B = COS B 10 S 5

sendo N1 um vetor unitario e & um numero real.

Prove que
d-ad-b=a-b+4+icd-axb.
Dica: utilize as relagoes de comutagao de matrizes de Pauli e o fato de que
1

0i0j = Sloi, 05 + 5{%%’} :

2

Demonstre que para a seguinte transformagcao

onde

S =exp [—ia . nq

2

sendo A um vetor unitdrio e § um nimero real e SST = STS = 1, o determinante de & - a fica
invariante. Encontre aj, em funcao de ax. O que representa essa transformacgao?

Discuta as versoes de Schroedinger, Heisenberg e Dirac da Mecanica Quantica.
Considere o problema de precessao de spin, representado pelo Hamiltoniano abaixo:
H=—-ws,

onde w = eB/m, que descreve um sistema de spin 1/2 na presenca de campo magnético na
direcao z. Se o estado inicial corresponde a projecao de spin positiva na direcao x, ou seja:

o) = () +1-)

determine o estado [¢(t)), resolvendo a equagao de Schroedinger dependente do tempo e deter-
mine os valores médios de S;, Sy e 5.

Considerando o mesmo Hamiltoniano do exercicio anterior
H=—-ws,

escreva as equagoes de movimento de Heisenberg e encontre S;(t), Sy(t) e S:(t), para todo
instante de tempo. Encontre os valores médios de Sz, Sy e S, para o mesmo estado inicial do
problema anterior:

[9o) = 5(1+)+ 1) -

Obtenha a equacao de Liouville para a matriz densidade na versao de Schroedinger. Vocé pode
utilizar

¥ () = U(t)|vo) ,

onde U(t) = e~ Ht é o operador unitdrio de evolucio temporal, H é o hamiltoniano do sistema.
A matriz densidade pode ser escrita em uma base completa na forma

p= Z Wy [ ) (0]
m,n

com a condigao Tr(p) = >_,, Wmm = 1.



15)

16)
17)

18)

19)

20)

Obtenha as equagoes de Bloch para um sistema de dois niveis cujo hamiltoniano possa ser escrito
na forma:

H = —pupByo, — By cos(wt)oy ,
sendo By um campo magnético constante aplicado na dire¢do z e B; um campo magnético
variante no tempo aplicado na direcao .

Encontre a solucao do sistema para a matriz densidade no instante inicial na forma:

po= () + 1) (- =5 ( - )

Discuta as relagoes entre w e By. O que acontece se w = 2upBy?
Em linhas gerais, o que é a Regra de Ouro de Fermi e onde pode ser aplicada?

Quais sao as principais propriedades das rotacoes e do grupo das rotacoes? Um ponto importante
da discussdo é o que acontece ao modulo de um vetor submetido & uma rotacdo. Matrizes de
Rotagao. Representagao das rotagoes. Escalares, Vetores, Spinores. Relagao entre o grupo O(3)
e SU(2).

Faca uma discussao detalhada sobre o teorema spin-estatistica. O que s@o particulas idénticas?
O que sao bésons e férmions? Dé exemplos. O que aconteceria se os atomos fossem formados
por bésons e nao por férmions?

Considere um sistema de bdsons livres:
H = hwa'a .

Dada a relagao de comutacao bosonica mais geral:

lai, a;] = [a},al] =0,

[ai, aﬂ = (Sij y

onde d;; ¢ a funcao delta de Kronecker e as relacoes acima aparecem em sistemas com graus de
liberdade adicionais, representados pelos indices 1, j:

a) o que representam os operadores a, a' e 7 = afa?

b) encontre a partir do Hamiltoniano acima, a fun¢ao de Bose-Einstein considerando:

eBH

P~ Tr(epH)

e f(w) = (i) = Tr(p).
c) Obtenha as equacdes de Heisenberg para a e af.

Considere um sistema de férmions livres:

H=¢ecle.
Dada a relagao de comutacao fermionica mais geral:
{eicj} = {cl.cf} =0,
{ciel} =6,



21)

onde d;; ¢ a funcao delta de Kronecker e as relacoes acima aparecem em sistemas com graus de
liberdade adicionais, representados pelos indices 1, j:

a) o que representam os operadores ¢, ¢/ e i = ¢fe?

b) encontre a partir do Hamiltoniano acima, a fungao de Fermi-Dirac considerando:

e_ﬁH

p=——
Tr(e=PH)

e f(e) = (7) = Tr(pn).

¢) Obtenha as equacoes de Heisenberg para c e cf.

Desafio- Quantizagdo do Campo Eletromagnético no Calibre de Coulomb: Considerando o
chamado calibre de radiagao, ou de Coulomb, onde o potencial vetor eletromagnético A satizfaz
a relagao V - A = 0, podemos escrever uma expansao em séries de Fourier para o mesmo na
forma:

h R (kX —wit A T —i(k-x—wyt
A =3y (o aa g g o] o) (1

a(a’) corresponde ao operador de aniquilacio(criacio) para fétons, a = 1,2 corresponde a duas
possiveis polarizacoes transversais e @ = 4, — para as polarizagoes circulares. As relagoes de
comutacao seguem as regras para bdsons, ou seja:
1.t T _
[ak,av a’k’,o/] — [ak’(;p ak’,a'] =0
T _ 3 ’
[ak}a7 a/k/7a/:| —_ 60{,CM/5 (k _— k ) (2)

Apenas para referéncia, os operadores a e al podem ser representados na forma de matrizes
(embora de dimensao infinita), conforme segue:

o0
Ao = Y, vlkaltka —1)(nkal

nk,a=1

o0
A= D ket Llnka+1){ngl

nk,a:()

portanto é facil mostrar que:

Mha) = Vi [mica = 1)
0} o|ria) = Ve T 1 |maca +1) (3)

De fato, estados fisicos podem ter um nimero arbitrario de fétons em cada modo possivel, entao:

ak,«

|\I/ >= |nk171,nk172....nkn71,... >
O vécuo da radiagao |0 > ¢ caracterizado por:
ak |0 >=0 VY k,a

Calculando os campos E e B na forma E = —0A /0t e B =V x A, obtém-se explicitamente:

. hwk . e R e
E= Zkzg Ve <€a Ok pilkx—wit) _ £ a;r{’a e ilkx wkt)) (4)



22)

23)

24)

h | |
B=i} “2)“‘/“0 (A % a ara 05D — i x raf, , emiloxmend) (5)
k,«

sendo 4 = k/k. Verifique que na mecanica quantica o campo eletromagnético é um operador,
com as propriedades A = AT, E = Ef ¢ B = Bf.

a) Considerando-se que a densidade de energia eletromagnética é dada por

1 1
H=-(E-E+ —B.B)
2 o

demonstre que

H :/ HAV = ZwkaL oOk,a -
v k,a 7

A integral deve ser realizada sobre o volume V' e devem ser utilizadas propriedades de ortogonali-
dade das fungoes de base (exponenciais complexas) na série de Fourier. Uma constante aparecera
em H , sendo conhecida como energia do vacuo, Uy = %Zk,a wg. De fato esse termo diverge
para numero infinito de modos, entretanto considera-se que néao é fisicamente mensurdvel, sendo
somente as excitacoes acima de Uy mensuraveis fisicamente.

b) Um efeito da energia do vdcuo é o chamado efeito Casimir. Faca uma pesquisa sobre esse
efeito.

c¢) Obtenha a partir de H , tomando a média do mesmo e passando o caso discreto para o lim-
ite do continuo, ou seja, fazendo k uma varidvel continua, a funcdo de densidade espectral de
Planck.

Existe um modelo bastante simplificado, que é também conhecido como modelo de Jaynes-
Cummings, cujo hamiltoniano é dado na forma:

H = hwa'a — co, + Aoy (al +a) ,

onde o, e 0, sdo matrizes de Pauli e a(a!) sdo operadores bosonicos. Apesar da aparente
simplicidade, esse sistema nao tem solugao exata. Descreva o que esse hamiltoniano significa
fisicamente. Que tipo de problema ele pode descrever? Dé exemplos praticos.

Qual a origem das ondas de som nos materiais? O que sao fonons?

Discuta a interagao spin-spin, o Hamiltoniano de Heisenberg e a Regra de Hund.



