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Capitulo 1

Introducao

O entendimento dos fendémenos magnéticos sempre foi um grande desafio cientifico. Embora alguns
aspectos sejam descritos razoavelmente bem dentro do contexto do Eletromagnetismo cldssico, somente
a partir do Século XX, com o advento da Mecanica Quantica, é que foi possivel explicar de maneira
l6gica e coerente a verdadeira origem do magnetismo na matéria e suas consequéncias. Atualmente
ha grande interesse da comunidade cientifica acerca do assunto Magnetismo e Spintronica, sobretudo
devido as aplicagoes tecnoldgicas, que vao desde cabecas de leitura de discos rigidos e memorias de
acesso randomico magnéticas até a possibilidade futura de realizacao da computacao quantica. Estudos
nessa area resultaram no Prémio Nobel de Fisica do ano de 2007 para os fisicos Albert Fert e Peter
Grunberg, s6 para citar um marco recente.

E objetivo deste curso abordar a teoria dos fendomenos magnéticos dando énfase a teorias e técnicas
matematicas j& consolidadas na literatura corrente. Os seguintes aspectos serao abordados na ordem

apresentada abaixo:

- Teoria Classica do Magnetismo: resultados principais e falhas da teoria;

- Fundamentos da Mecanica Quantica: postulados fundamentais, teoria do momento angular, a
interacao de troca e nogoes de teoria do estado sélido;

- Termodinamica do Magnetismo: Dia, Para e Ferromagnetismo, Transicoes de Fase, Ferri e Anti-

Ferromagnetismo, Magnons e ondas de spin, Nanomagnetismo e Magnetismo Molecular;

- Spintronica: transporte eletronico dependente de spin, magnetorresisténcia, GMR, juncoes de

tunelamento magnéticas.

Antes, na Segao seguinte iremos descrever brevemente a histéria do desenvolvimento da Teoria do

Magnetismo.

1.1 Um pouco da Histéria do Magnetismo

Os fendmenos magnéticos sdo conhecidos desde os tempos da Grécia Antiga. A versdo mais aceita
para a origem do nome Magnetismo esta no fato de que os gregos tinham conhecimento de um mineral
proveniente da provincia da Magnésia, ao qual denominavam Magnetita, capaz de atrair o ferro e o
aco e se orientar no campo magnético terrestre, mesmo no estado natural do minério. Os primeiros
manuscritos a respeito do magnetismo datam de 800 AC, embora as explicagoes dos gregos para os
fendmenos naturais eram puramente metafisicas.

Os estudos cientificos sobre o fendmeno do Magnetismo tem inicio efetivamente com o fim da Idade
Média e a adogao do Método Cientifico, em que a experiéncia tem papel fundamental na descrigao



dos fenémenos naturais. A primeira invencao tecnolégica empregando o Magnetismo provavelmente
tenha sido a bussola, que grande parte dos historiadores creditam aos chineses em alguma época
entre 2600aC e 1100dC. Por volta de 1088 sabe-se que a bussola foi descrita precisamente por Shen
Kua Yao. Ja em 1269 Pierre de Maricourt (Petrus Peregrinus) descobre que imas naturais esféricos
(pedra-ima) alinham agulhas com linhas de longitude apontando entre dois pélos sobre a pedra. O
italiano Girolamo Cardano (1501-1576) elabora a diferenca entre ambar e pedra-ima. E entretanto o
naturalista inglés William Gilbert que é considerado o pai do magnetismo. Nascido em 1544, publicou
por volta de 1600 o tratado chamado De magnete, sobre eletricidade e magnetismo. Propoe um
modelo para o Geomagnetismo no qual o préprio globo terrestre é um grande ima. Fendomenos ligados
ao magnetismo: 1. Atracdo; 2. Alinhamento com a diregdo Norte-Sul; 3. Declinagao, ou desvio
em relacdo ao meridiano; 4. Inclinagao (o angulo em relagdo ao plano horizontal); 5. Revolugao ou
movimento circular. O primeiro tratado sobre eletricidade: distincao entre os fenémenos magnéticos
e os elétricos: todos os materiais (Ambar) que atraem palha (e outros objetos leves) quando atritados.
Fabricou o primeiro eletroscépio. A rotacdo da Terra estd relacionada com o magnetismo.

A partir de 1700 os estudos a respeito da Eletricidade e do Magnetismo evoluem rapidamente,
mas ainda tratados como fendmenos distintos. Observagoes de 1681 relatam, entretanto que um
raio atingingo uma embarcacao faz a bussola se desorientar, criando as primeiras conexoes entre os
fenomenos. Em 1750 John Mitchell enuncia que a agao de um ima sobre outro pode ser deduzida a
partir de uma lei de forca que varia com o inverso do quadrado da distancia entre os pdlos individuais
do ima. No ano de 1785, um marco para os estudos da Eletricidade e do Magnetismo: o francés
Charles Augustin Coulomb enuncia a lei das forgas eletrostaticas e inaugura um novo rumo para a
pesquisa em eletricidade e magnetismo: independentemente inventa uma balanca de torsao e mostra
a lei do inverso do quadrado da distancia para as cargas elétricas; verifica a lei de Mitchell para imas
e sugere ser impossivel separar dois pdlos sem criar mais dois pélos em cada parte do ima. Logo a
seguir, uma teoria baseada em potenciais escalares foi desenvolvida por Poisson para determinar o
campo magnético.

O ano de 1820 pode ser considerado outro marco fundamental. Hans Chistian Oersted anuncia seus
estudos nos quais percebeu que uma corrente elétrica é capaz de gerar campo magnético, defletindo uma
bussola vizinha a um circuito elétrico, mostrando claramente que hd uma conexao entre a eletricidade
e o magnetismo. A formulagao matematica foi avancada por Biot, Savart e Ampere, principalmente.
Andre Marie Ampere (1775-1836):“Duas correntes se atraem quando se movem paralelamente, no
mesmo sentido e se repelem quando se movem paralelamente, em sentidos contrarios”. A deflexao da
agulha de uma bussola causada por uma corrente elétrica poderia ser usada par a medir a intensidade
da corrente (principio do galvanémetro). Ampere ainda propée um modelo dos imas permanentes
em termos de correntes elétricas moleculares. Sua formulacao inaugura o estudo da eletrodinamica
independentemente da eletrostatica. Os franceses Jean-Baptiste Biot e Félix Savart encontram uma
expressao para a intensidade da forga magnética produzida por um pequeno segmento de um fio
conduzindo uma corrente elétrica. Com a descoberta da lei da inducao eletromagnética, por Michael
Faraday e Henry em 1831 descobrem-se as conexoes gerais entre a eletricidade e o magnetismo. No
mesmo ano James Clerck Maxwell afirma o carater eletromagnético da luz, mas somente em 1865
pode-se dizer que as Equacoes de Maxwell e a sua teoria eletromagnética da luz estao prontas. Em
1873 é publicada a primeira edigdo da referéncia obrigatéria A Treatise on Eletricity and Magnetism,
de J.C. Maxwell.

Em 1881 o inglés James Alfred Ewing e o alemao Emil Warburg descobrem a histeresse magnética
(campo residual de um objeto ferromagnético). Uma questao pendente na teoria do Eletromagnetismo



era o magnetismo remanente bem como a resposta da matéria aos campos magnéticos aplicados, ou
seja, restava saber como explicar o magnetismo de um ima permanente. As teoria atdmico-moleculares
estavam comegando a surgir e embora teorias cldssicas para explicar o comportamento da matéria na
presenca do campo elétricos sao relativamente bem sucedidas, o mesmo nao acontece quando se busca
compreender o magnetismo na matéria. A proposta mais coerente era a de Ampere relacionando o
efeito a micro-correntes, algo que nao estd em total desacordo com as teorias atuais, embora essas
“micro-correntes”’sejam de origem atomico-molecular e devido ao spin, um efeito que nao tem andlogo
classico.

Muitos modelos fenomenolégicos foram propostos deste 1820, mas uma visao mais profunda so-
bre os fendmenos magnéticos teve que aguardar o advento da Mecanica Quéantica. Alguns efeitos
magnéticos importantes foram sucessivamente descobertos no Século XIX. Para citar alguns: o efeito
magneto-optico corresponde a reflexao da luz ser dependente da magnetizacao na interface entre dois
meios e é denominado efeito Kerr magneto-éptico. E bastante utilizado atualmente em medidas
magnéticas. Zeeman, discipulo de Hendrik Lorentz, demonstrou um desvio espectral nas linhas de
absorcao de um material dependente da amplitude do campo magnético aplicado. Um modelo classico
foi aplicado para explicar esse efeito, com relativo sucesso. Modelos para o diamagnetismo e o param-
agnetismo foram propostos, destacando-se os nomes de Pierre Curie e Langevin. Uma modificacao da
teoria de Langevin foi proposta por Pierre Weiss, permitindo explicar em partes o ferromagnetismo.
Tal modelo foi conhecido como aproximacao do campo molecular.

Embora o modelo classico de Langevin funcione razoavelmente bem para explicar o paramag-
netismo, o mesmo estd fundamentado em um pressuposto da mecénica quéantica: a quantizagdao do
momento angular. Acidentalmente, ao assumir que cada dtomo ou molécula de um material possuia
momento de dipolo magnético de médulo definido, mas direcao varidvel, na verdade ele estava quanti-
zando o moédulo. Entre 1911 e 1919 Niels Bohr e Miss van Leeuwen demonstraram a impossibilidade
de qualquer resposta da matéria ao campo magnético a partir dos postulados da Fisica Classica. Na
verdade foi este resultado, parte integrante da tese de doutoramento de Bohr, que o levou, dentre
outras inconsisténcias, a descartar a Mecanica Classica e a descrever o atomo de Hidrogénio através
da quantizagao dos niveis de energia, teoria que lhe rendeu o prémio Nobel. O resultado de Bohr
e van-Leeuwen foram retomados por van Vleck em 1932: os efeitos magnéticos na matéria somente
podem ser explicados a partir da Mecanica Quantica.

Podemos dizer que o ano de nascimento da Mecanica Quantica corresponde ao ano de 1900, com
a quantizacao da radiacéo de corpo negro por Max Planck. Durante pouco mais de 20 anos a idéia de
quantum permeou a Fisica, naquilo que ficou conhecido como Antiga Mecanica Quantica. Dentre os
achados dessa fase da teoria quantica encontram-se a explicagao do efeito fotoelétrico por Einstein em
1905, o modelo atomico de Bohr de 1913, as regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld e a explicagao
do calor especifico de materiais no modelo de Debye-Einstein.

Somente nos anos 1920 a teoria quantica tomou a forma moderna tendo sido desenvolvida por um
brilhante grupo de cientistas, cabendo destacar Erwin Schroedinger, Werner Heisenberg, Paul Dirac,
Wolfgang Pauli, Pascual Jordan e Max Born, dentre outros. Um dos elementos fundamentais no
entendimento das propriedades magnéticas é o spin e foi teorizado nessa mesma época por Uhlenbeck
and Goudsmit, sendo demonstrado pouco depois pelos experimentos de Stern e Gerlach, no célebre
experimento que leva o nome de Experimento de Stern-Gerlach. Entretanto, foi Pauli o primeiro a
conceber um formalismo matematico baseado em matrizes para explicar o spin na Mecanica Quéantica.
Avancando essa idéia, podemos destacar o nome de outros tantos pesquisadores, como por exemplo o
préprio Pauli, Heisenberg e Dirac, o grande génio russo Lev Landau, Van Vleck e Felix Bloch.



Paul A.M. Dirac, além de propor uma teoria relativistica para o elétron que o levou naturalmente
a explicar as interagoes do spin com o campo magnético, foi talvez o primeiro a propor, juntamente
com Heisenberg em 1929, uma teoria para a interacao spin-spin, conhecida como interacao de troca.
Mostra-se que esta interacao deriva em primeira aproximacao, unicamente da interacdo de Coulomb
para particulas que respeitam ao principio de exclusao de Pauli. Ja Landau, além de explicar por
métodos da mecanica quantica o diamagnetismo, formulou teorias fenomenoldgicas para explicar o
ferromagnetismo e as transicoes de fase, com grande sucesso. Mais adiante Felix Bloch, utilizando os
métodos da teoria quantica de campos foi capaz de descrever propriedades ferromagnéticas em baixas
temperaturas, onde demonstrou a existéncia de ondas de spin, cujo quantum é denominado méagnon,
e ainda mostrou que a magnetizacio varia na forma M = M, — AT3/% onde M, é a magnetizacio de
saturacao, A é uma constante e T a temperatura absoluta.

As propriedades magnéticas e sua influéncia no transporte de carga também tem sido intensa-
mente estudadas. Fendmenos como a Magnetorresisténcia Gigante(GMR - do inglés Giant Magneto-
Resistance) tem sido amplamente utilizados na tecnologia corrente para leitura e armazenamento de
dados. Surge entao a partir dos anos 1990 um novo campo de estudo denominado Spintronica, onde
o spin tem papel fundamental. Estudos nessa drea renderam em 2007 o prémio Nobel de Fisica a A.
Fert e P. Grunberg.

O magnetismo é amplamente utilizado nas aplicagoes tecnolégicas atuais, indo da escala macroscopica
até os limites atomico-moleculares. Podemos citar como desafios da area:

- Geomagnetismo e Magnetismo em Larga Escala;

- Desenvolvimento de Materiais Magnéticos para aplicacao na industria de motores elétricos e
geradores de energia elétrica, eletro-eletronicos, dispositivos de microondas, etc;

- Spintronica e efeitos dependentes de spin, para aplicagdo em armazenamento e manipulacao de
dados. Futuramente vislumbra-se a computagao quantica, onde o spin pode ter papel relevante.

Uma leitura do Capitulo 1 do livro de Mattis [1.1] é altamente recomentédvel, incluindo uma
completa revisao historica do desenvolvimento da teoria do magnetismo.

1.2 Referéncias deste Capitulo

[1.1] Daniel C. Mattis, The Theory of Magnetism: An introduction to the Study of Cooperative Phe-
nomena, Harper and Row Publishers (1965).



Capitulo 2

Teoria Classica do Magnetismo

Uma descricao da origem do magnetismo na matéria a partir de um panorama puramente classico
é impossivel, sendo necessario recorrer aos conceitos da Mecanica Quantica. Neste Capitulo iremos
delinear de forma geral uma teoria para o magnetismo baseada nos conhecimentos da Fisica Classica,

pelos motivos que seguem:

i) conhecer or resultados esperados classicamente e compara-los aos experimento nos ensina os
limites de validade da teoria classica e permite vislumbrar novos caminhos. Além disso alguns

conceitos classicos podem ser prontamente extendidos para a versao quantica;

ii) em algumas circunstancias nao nos interessa a origem mais fundamental do magnetismo em
escala atomico-molecular e sim a resposta de um volume macroscépico a campos aplicados.
Nesse caso podemos utilizar conceitos como susceptibilidade magnética, que descreve a resposta

da matéria ao campo.

Um roteiro para a descrigao classica do magnetismo passa certamente pela obtengao das equacoes
de Maxwell na matéria, também ditas equagoes de Maxwell macroscépicas, a partir das equagcoes de
Maxwell microscopicas. Nessa dedugao podemos definir momento de dipolo magnético e magnetizacao
naturalmente.

A partir da equacdo para a dindmica da magnetizacdo vamos definir a funcdo de susceptibili-
dade magnética. A partir desta veremos que o material giromagnético é anisotrépico, produzindo
birrefringéncia e os efeitos Kerr e Faraday magneto-6pticos. Algumags nocoes e resultados perti-
nentes da magnetostatica serao também discutidos. Uma ramificacao da Teoria Classica do Mag-
netismo, pertinente ao estudo de plasmas e fluidos eletricamente carregados é a chamada Magneto-
Hidrodinamica(MHD), que néo iremos discutir aqui.

2.1 Equacoes de Maxwell

Qualquer teoria dos fenomenos eletromagnéticos baseada na Fisica Classica esta fundamentada nas
famosas equacoes de Maxwell no dominio classico. Assumindo que o espaco inter-atéomico ou inter-
molecular seja o vacuo e que todas as cargas do meio material, constituido de elétrons e niicleos sejam



cargas puntuais, podemos postular as equagoes microscopicas de Maxwell na forma abaixo:

1
V-e = —n, (2.1)
€0
V:-b = 0, (2.2)
Jb
\V/ = 2.3
. Oe
Vxb = poj+ “OEOE’ (2.4)

(2.5)

sendo poeg = 1/c¢% e ¢ a velocidade da luz no vdcuo, pp é a permeabilidade magnética do vacuo,
€o a permissividade dielétrica do vacuo e e e b sdo os campos elétrico e magnético microscépicos,
respectivamente. 7 e j sao as densidades de carga e corrente microscépicas, levando em conta todas as
cargas estando elas ligadas ou nao. No espago microscépico as oscilagoes de e e b sao muito grandes.
Por exemplo, em um atomo & medida em que nos afastamos do nicleo positivo em dire¢ao aos elétrons,
vemos grande variacao do campo, inclusive com inversao de sinal, ou seja o campo adquire carater
oscilatério. Além disso a agitacao das particulas e o movimento eletrénico provoca grandes flutuagoes
dos valores de campo eletromagnético. Se realizamos uma média sobre grande nimero de particulas,
uma vez que as variagOes tendem a ser aleatérias e as oscilagbes muito rapidas, ha a tendéncia de
cancelamento de varia¢bes muito rapidas, restando apenas uma envoltéria de campo. Em geral nos
experimentos usualmente realizados em escala macroscépica é esse valor médio sobre grande niimero
de particulas que se obtém. Precisamos entao calcular o valor médio das fungoes microscépicas e das
equacgoes de Maxwell.

Em geral, para o calculo de média necessitamos definir uma funcéo peso. No caso de querermos
conhecer o valor médio do campo eletromagnético para um volume macroscopico, devemos definir
uma fungdo peso capaz de levar em conta o campo eletromagnético de varios dtomos e moléculas
simultaneamente em um volume que possa ser considerado infinitesimal para todos os fins de medidas
macroscopicas, tal que para cada um desses volumes de amostragem possamos atribuir um tinico valor
de campo correspondente ao valor médio do campo microscépico naquele dado volume infinitesimal. A
definicao desse volume infinitesimal deve ser tal que preserve todas as caracteristicas do meio material
macroscopico. A funcio peso mais comum seria entdo, constante sobre um cubo infinitesimal centrado
em um certo ponto x e contendo varios atomos e moléculas, e deve se anular para fora desse cubo.
Outra possibilidade é a utilizacao de funcoes gaussianas. Definindo a média de uma varidvel qualquer

a(x,t) na forma abaixo:
A(x,t) = (a(x,t)) = . f(x—x"a(x',t)dV’, (2.6)
onde f(x — x') é a fungdo peso, podemos tomar as médias das equagdes de Maxwell. Dessa forma:
E(x,t) = (e(x,t)) = g flx—x"e(x,t)dV", (2.7)

(b(x,t)) = y f(x—x")b(x,t)dV" . (2.8)

B(x, 1)

Lembrando que f(x — x’) deve ser uma fungao de suporte compacto centrada na regiao de interesse,



temos:

(V-e(x,t)) = . flx—=x" WV -ex, t)dV' =
/ V' [f(x = xe(x, t)]dV’ — / V'[f(x —x)]-e(x,t)dV' =
?{ [F(x — x')e(x, 1)] - da’ / V'[f(x — x)] - e, )V (2.9)
a(V")

onde aplicamos propriedades do cédlculo vetorial e o teorema de Gauss. Lembrando que se o volume
de integracao é grande o suficiente, a funcao f deve se anular nas fronteiras, e o primeiro termo se
anula. Pelas propriedades de derivadas de (x —x’) é fécil ver que V' f(x —x') = =V f(x — x/), ficando
facil mostrar que:

(V-e(x,t)) =V-(e(x,t)) =V -E. (2.10)

Aplicando argumentos similares é ficil mostrar que:
(V xe(x,t) =V x(ex,t)) =V xE. (2.11)
Do mesmo modo para as médias temporais, tem-se

<8e(5;’t)> - gt (e(x, 1)) = ng . (2.12)

Generalizando, aplicando a propriedade: a derivada da média é igual a média da derivada, podemos

tomar a média das equagoes (2.1)-(2.4). As equagoes (2.2) e (2.3) s@o prontamente obtidas:

(V-b=0) = V-B=0,

Ob 0B
<V><e——8t> = VXE——E

As equagoes (2.1) e (2.4) necessitam maiores cuidados, sobretudo com relagao as fontes 7 e j. Devemos
lembrar que a densidade de cargas 1 é microscépica e deve levar em conta todas as cargas, livres ou
ligadas. O mesmo vale para j, que deve levar em conta correntes livres e correntes atomico-moleculares.

Utilizaremos aqui a funcao delta de Dirac para descrever todas as cargas como puntuais. Sao
propriedades da funcgao delta de Dirac:

/53(xx’)dv’ =1 (2.13)
V/f(x')ég(x—x’)dV' = f(x) (2.14)

Uma distribuigdo macroscopica continua é o resultado da suavizagdo da fungéo de Dirac pelo efeito
da média, ou seja, pela fungdo peso. Vejamos:

n= Z(cargas livres) + Z(cargas ligadas)
Definindo por antecipagdao o momento de dipolo elétrico na forma:
pe = Qd (2.15)

onde () é a carga positiva e d é o vetor que aponta de —() para +(), podemos escrever:

=Y q8x—x)+> Qi (x —x, — dn) (2.16)

nj



sendo a somatéria sobre o indice ¢ realizado sobre as cargas livres sem vinculos e a somatéria sobre
os indices nj realizado sobre as cargas ligadas na forma atéomico-molecular. Nesse caso x; € a posigao
instantanea da carga livre ¢; enquanto para a j-ésima carga no n-ésimo atomo, Q? a posicao é dada
em relacao ao centro geométrico do sistema atomico, x,. Em geral o vetor de posicao relativa dy;
dessa carga em relacao ao centro é em mddulo muito menor do que o préprio valor de x,,, permitindo
conforme veremos logo adiante, uma adequada expansao em séries de Taylor. Devemos realizar a
média de (2.16):

= flx=x) ZQZ55 x' — x;) + ZQW X = x, —dpj) | AV’ (2.17)
V/
Fazendo a integral sobre o volume na equagao acima traz como resultado:

=D aif(x=xi)+ D QFf(x = xn —duj) . (2.18)

Conforme ja comentado, d,; tem dimensoes atomicas e portanto iremos expandir f em séries de

Taylor, levando em conta até a primeira ordem, na forma abaixo:
fx—x, —dpj) = f(x—x%x,) —dp; - Vf(x—x,) + ...

Termos de ordem maior na série de Taylor levam as definigoes de quadrupolo elétrico e momentos de
ordem maior, que dé origem as chamadas expansoes em multipolos. Para o que nos interessa basta

até a primeira ordem e entao:

=D Gfx—x)+ > QIf(x—xn) =Y Qfdn;- VF(x—xp) . (2.19)
i nj nj

Vamos trabalhar o ultimo termo:
D Qpdy; V(x—x,)=V- Z f x — x)(Q1d ;)8 (x' — x,)dV’

nj

sendo pe’ = Q;Ldnj o momento de dipolo elétrico da j-ésima carga na n-ésima molécular. Se definirmos
a densidade de polarizagao dielétrica, ou simplesmente polarizagao:

P= Z f x — x')(Qdy;) 0% (x' — x,)dV’ = Z (x — x')pMa(x' — x,) (2.20)

temos:
(m=p-V-P, (2.21)

onde:

pZZQz’f(X—Xi)+ZQ?f(X—Xn)
i nj

Observe que o vetor de polarizacao P é proporcional a an pgj /V e podemos interpreta-lo como a
densidade de momentos de dipolo elétrico. Dessa forma a média da equacao (2.1) torna-se

1 -V-P
€0 €0

ou V-D=p, sendo D=¢E+P



Agora realizando a média de (2.4) temos:

de

) OE
8t>=>VXB:M0<J>+M0€0

<V X b = poj + pogo Y

Resta agora calcular o valor médio (j). Lembrando dos conceitos basicos da eletrodinamica:
J=mvi

onde 7; é a densidade de carga da i-ésima carga e v; é a velocidade instantanea dessa carga, podemos
escrever:
j= Z Gividd (x — x;) + Z Q% (Vi + Vi )83 (X — xp — dyj) (2.22)
% nj
onde a somatdria em i se da sobre cargas livres e a somatéria em nj sobre as cargas ligadas. E
interessante notar que v, é a velocidade do centro do sistema molecular e v,; ¢ a velocidade relativa
a esse centro da j-ésima carga na n-ésima estrutura ligada. Realizando a média temos:

G) =D avif(x = %) + Y Qh(vi + Viy) f(x — xn — dny) (2.23)
i nj
e podemos novamente utilizar a expansao em séries de Taylor:
(@)= Z givif(x —x;) + Z Qﬁt(vn + an)[f(x — Xp) — dy; - Vix—xu)], (2.24)
7 nj

Podemos expandir a expressao acima e definir:

J= Z Gvif(x —x;) + Z QIvnf(x —xn) . (2.25)
% nj

E bom lembrar ainda que uma vez que d,; ¢ a posicao relativa da j-ésima carga na n-ésima molécula,

a velocidade relativa v,; é dada por:

d

e podemos entdo escrever:
; P
2@l be ) = i

Resta analisar o termo seguinte:
- Z Q%(Vn + an)dnj : Vf(X - Xn) .
nj

A demonstracao é bastante trabalhosa, envolvendo um termo de quadrupolo elétrico, ficando a encargo
do leitor interessado a demonstragao, que envolve uso de identidades do célculo vetorial. Aquele termo

que nos interessa é a magnetizacao:

= Qi (Vi + Vi) - VF(x —X5) & V x M

nj

sendo

M = <Z m,,d(x — xn)> , (2.26)



onde m,, é denominado momento de dipolo magnético da n-ésima molécula:

1 .
m, = Z iQ%(dnj X an) .
J

Dessa forma temos: 5p
(j)zJ—l—VXM—I—E.

e finalmente

VXB:J+VXM+%—1:+;L05088—]?
Definindo o vetor: B
H=—-M
Ho
temos oD
VxH=J+ BN

E sumarizam-se assim as equacoes de Maxwell macroscépicas:

V-D = P
V.-B = 0,
0B
E = ——
V x T
oD

H = J+—
V x +8t’

jundamente com as denominadas relagoes constitutivas

D = oE+P,
B po(H+ M) ,

P = <Zp2j53(x—xn)>,
M = <Zmnj63(x—xn)>,

10

(2.27)

(2.28)

(2.37)

onde M é denominado vetor magnetizagao e corresponde & densidade de momento de dipolo magnético

no meio material. Sao definidos ainda o momento de dipolo elétrico e momento de dipolo magnético:

ng = Q{ldnja

1 .
mnj = §Q%dnj X an .

(2.38)
(2.39)

Para os interessados em maiores detalhes sugere-se a Referéncia [2.1] de J.D. Jackson, que é referéncia

obrigatéria na area de Eletrodinamica Classica. Estas dedugoes estao sobretudo no Capitulo 6.

Em resumo: nesta Secao demonstramos que ao ir do dominio atomico para a escala macroscopica,

devemos definir além dos campos E e B, campos auxiliares D e H, que levam em conta a polar-

izagao dielétrica e a magnetizagdo do meio. Surgem naturalmente através da realizagdo das médias as

definigoes do momento de dipolo elétrico e momento de dipolo magnético. Entretanto a definigao

clédssica do momento de dipolo magnético nao leva em conta o momento angular intrinseco das

particulas que é conhecido como spin e conforme veremos, é fundamental no entendimento do mag-

netismo na matéria.
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2.2 Momento de Dipolo Magnético, Magnetizacao e Dinamica da
Magnetizacgao

Vamos tentar aqui definir o momento de dipolo magnético através de uma visao mais intuitiva. Con-

sideremos a forca de Lorentz exercida sobre uma carga g por campos eletromagnéticos E e B:
F=¢(E+vxB), (2.40)

com a generalizacao para a densidade de for¢a na forma:

—

F=pE+JxB. (2.41)

Estamos interessados em efeitos magnéticos e sem perda de generalidade vamos por ora considerar

que E = 0, resultando portanto:
F,, = / J xBdV , (2.42)
\%

que em um circuito fechado resulta na seguinte expressao:
F,, = j{ IdL x B | (2.43)
C

sendo C' o caminho fechado percorrido pela corrente no circuito. Na Mecanica Classica costuma-se

definir também o torque, que tem a tendéncia de produzir rotacao sobre alguma estrutura:
T=rxF, (2.44)

sendo T o torque exercido sobre um ponto P cujo vetor posicao vale r relativamente a um eixo O de
referéncia.

Por simplicidade vamos considerar uma espira retangular sendo percorrida por uma corrente [
imersa em um campo magnético constante B, conforme mostra a figura. Se o campo B é constante,
claramente a forga total resultante sobre a espira sera nula, exceto por forcas de tracao internas, mas
o torque resultante ndo se anula. Vejamos o que ocorre se consideramos que r estd contido no plano
da espira:

FZZFi =F, +F;+F3+F,

i
sendo F; a forca exercida sobre o lado i-ésimo do retangulo. Note que cada lado da espira pode ser
descrito por um vetor de comprimento L;, sendo Lj = —Lg e Ly = —L4. Em termos de forca tém-se
portanto:

F,=1L, xB

e é facil mostrar que a forga resultante se anula, ou seja, F = 0. Entretanto, o torque nao sera nulo:
T = Z r; X Fz
i

sendo r; medido em relacao ao eixo de referéncia da espira. Note ainda que a drea da espira é dada
por:
A = L1 X L2

Apés alguns célculos fica facil mostrar que:

T:IL1X(L2XB)
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Se a espira é retangular entao Ly - Lo = 0 e temos:
T=1(L; xLy) xB
Se definimos agora o momento de dipolo magnético da espira:
m=1TA (2.45)
temos a equagao de torque na forma abaixo:
T=mxB (2.46)

Note que se m é ortogonal a B o torque é maximo, e tende a rotacionar a espira para que o momento
de dipolo magnético fique orientado na mesma direcdo do campo, enquanto que se m é paralelo a B
nao hé torque. Podemos definir a energia potencial de um dipolo magnético na presenga de um campo

magnético como a energia necessaria para rotacionar o mesmo até a posicao de equilibrio:

0 . 0
Um:/T-dez/TdG.
6 9

Observando que o valor do torque em médulo é dado por:
T =mBsin$ ,

onde # é o angulo formado entre os vetores m e B podemos fazer

0
Uy = / mBsinfdf = —mB cos .
0

Lembrando da definicao de produto escalar, fica claro que:
Upn=-m-B. (2.47)

Esta definicao acima ird nos acompanhar ao longo de todo o restante do texto. Aos interessados nessa
dedugao bésica recomendam-se textos introdutérios de Fisica. Observe que:

- Se m || B nao hé torque sobre o dipolo magnético e a energia é minima,
- Se m 1 B o torque é maximo e o estado de energia nao é mais o minimo mas também nao é
maximo;

- Se m ¢é anti-paralelo a B nao héd torque mas a energia é maxima. Isso significa que qualquer
perturbacao produzira torque no sentido de rotacionar o dipolo até a posicao de equilibrio, mas
nesse caso o trabalho realizado pelo campo aplicado sera maximo.

2.2.1 Momento de Dipolo Magnético de uma Carga em Movimento: Relacao com
o Momento Angular

Agora vamos analisar o momento de dipolo magnético para o movimento orbital de uma particula.
Considere a Figura 2.1, tendo em consideragao a definicao (2.45).
Em relacao a um ponto de referéncia O uma carga descreve um movimento descrito pelo conjunto

[x(t),v(t)]. O deslocamento dl infinitesimal é dado simplesmente por:

dl = vdt
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dl

v dat

Figura 2.1: Area varrida por uma particula em movimento curvilineo em torno da origem O.

e em relagao a origem O a area varrida pelo vetor x de posigao instanténea serd dada por:
1 .
A= 5\x[|dl| sin @

ou em termos vetoriais: )
A= —-xxdl
2

Agora utilizando dl = vdt na equacdo acima temos:
1
A = §X X dvdt .

E interessante agora substituir A na definicao (2.45):

m:IA:%xxdv.

Mas Idt = q é a carga e portanto:

m = %x X V. (2.48)

Este resultado ja foi obtido na Segao anterior. Vamos agora utilizar um resultado da Mecanica Classica
que define o momento angular através da expressao abaixo:

L=xxp, (2.49)

onde p = mv é o momento linear de uma particula de massa m. (Nao devemos confundir p com o
momento de dipolo elétrico nem tampouco a massa m com o médulo do vetor m. Para a carga ¢

vamos escrever a massa na forma mg, para evitar confusao.) Temos entao:

q q
m= X xv= qux X (mgv) . (2.50)

Observando que myv = p e que L = x X p temos:

q
_ 2.51
m=g (2.51)

Este resultado é também muito importante: o momento de dipolo magnético associado ao movimento

orbital é proporcional ao momento angular da particula! O fator ¢/(2m,) depende somente da carga
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e da massa da particula. Observa-se facilmente que quanto maior a massa menor serd o momento
de dipolo magnético da particula, para o mesmo valor de momento angular L. Para a magnetizagao

associada a um conjunto de particulas, considerando-se apenas movimento orbital, temos:

hdzEj%ﬁI&%x—m) (2.52)
P i

e conforme ja haviamos comentado, o vetor de magnetizacao M corresponde a densidade de momentos

de dipolo magnético em um certo volume do material.

Classicamente o momento de dipolo magnético m é associado diretamente ao movimento orbital,
através do momento angular L. Somente com os conceitos da Mecanica Quéntica é que se torna
possivel incluir um momento angular intrinseco das particulas, denominado spin, e que contribui
fortemente para o momento de dipolo magnético das particulas. Na verdade é possivel classicamente,
dotar corpos materiais de movimento de rotagdo. O momento angular correspondente é dado por
L = I,w, em médulo, onde I, é o momento de inércia do corpo e w a velocidade angular de rotagao
em torno de um eixo de referéncia. Particulas puramente puntuais nao tem volume e por esse motivo
nao poderiam possuir um momento angular intrinseco. Além disso o momento angular intrinseco ou de
spin pode assumir classicamente qualquer valor, assim como o momento angular orbital. Veremos que
na Mecanica Quéantica ambos serao quantizados, ou seja, assumirao somente certos valores discretos.
Até os limites de erros experimentais, na Mecanica Quantica o elétron pode ser considerado uma
particula puntual, mas ainda assim dotada de momento angular intrinseco ou spin, que nao tem
analogo classico. Modelos clédssicos do elétron com spin foram propostos por Uhlenbeck e Goudsmit,
mas é possivel demonstrar varias inconsisténcias da teoria classica do spin com a teoria da relatividade:
se o elétron é puntual, classicamente nao pode ter spin, enquanto que se tiver um certo volume, para
os valores experimentais encontrados sua velocidade de rotacao deveria exceder a velocidade da luz.

Recomenda-se a leitura do Capitulo 5 da referéncia [2.1], que trata da Magnetostatica, bem como
a referéncia [2.2] de Uhlenbeck e Goudsmit. Na referéncia [2.1] demonstra-se através da forca de

Lorentz, que a forga sobre um dipolo magnético m imerso em um campo magnético B é dada por:
F=V(m-B), (2.53)

resultado esse que é fundamental no entendimento dos experimentos de Stern e Gerlach. Para haver
forga resultante, note que B deve ser ndao uniforme sobre a regiao do dipolo magnético.

2.2.2 Equagao para a Dinamica da Magnetizagao

Considere a definicao de momento angular L vista anteriormente e tomemos a derivada temporal do

mesmao:

d d dx dp
“L== _ 2= i
al = g P) = g e Xy,
Lembremos que a Segunda Lei de Newton nos da:
dp
F=—
dt
e além disso v = dx/dt e portanto paralelo a p. Portanto temos:
d
£L =x X F

mas o lado direito é o préprio torque! Podemos escrever o andlogo da Segunda Lei de Newton para o

Momento Angular:

dL
—=T. 2.54
o (2.54)
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Agora consideremos a magnetizagao, na forma (2.52), onde vamos escrever:

Tomando a derivada temporal de M temos:

dM dL;
a2 g O e
e podemos utilizar entao a equagao (2.54):
dL;
dtl :Ti:mixB.
Dessa forma
dM

= (zi: 7m0 (x — x;)) X B .

Se pudermos assumir que ; = -y entao, finalmente obtemos:

m =vyM x B. (2.55)
dt
A equacao acima é a equagao de dinamica temporal da magnetizagdo M na presenca de um campo
B. Note que o préprio campo B é funcao da magnetizagdo entdo a equacao de movimento é na
verdade dependente do campo aplicado H, uma vez que M x M = 0, pelas propriedades do céalculo
vetorial. Esta tltima equagao é valida quando nao hé dissipagao. E possivel incluir perdas de maneira
fenomenoldgica, e a equagao resultante é conhecida como equagao de Landau-Lifschitz-Gilbert (LLG

equation):

M
dd—t: M x B+ 2M x (M x B) . (2.56)
T

As equagodes acima podem ser utilizadas para determinar a susceptibilidade de um sistema magnético,
ou entao para descrever a dinamica da magnetizacao classicamente. E interessante que classicamente
M é um vetor que depende do momento angular das particulas constituintes do sistema, mas que
pode assumir valores continuos. Na mecéanica quantica M torna-se um operador, também depentende
do momento angular, que é um operador quantico com auto-valores discretos. Entretanto a equacao
quantica tem forma muito semelhante as equacoes acima.

A seguir vamos fazer um paréntese, para comentar sobre a formulacdo hamiltoniana da mecéanica

e deduzir de forma direta a equagao de forca (2.53).

2.2.3 Formulacao Hamiltoniana e a Equacao de Forca sobre um Dipolo Magnético

Vamos aqui descrever de modo muito suscinto a formulagao hamiltoniana da mecanica. Consideremos
uma fungdo H(g;,p;), dita funcdo de Hamilton, que na Mecanica Classica é meramente a soma de
todas as energias de um sistema. Na Mecanica Quantica esta funcao ganha o status de operador,
cujos auto-valores sao as energias possiveis para o sistema. As varidveis ¢; e p; sao ditas coordenadas
e momentos canonicamente conjugados. Na andlise hamiltoniana tratam-se as varidveis ¢ e p como
varidaveis independentes, que respeitam as equacoes de movimento de Hamilton:

OH
i = ) 2.
6= 5 (2.57)

H
pi=—2 (2.58)

Cdq;



16

O ponto acima das varidveis denota a derivada em relacao ao tempo, como é convencional na mecanica.
Os leitores interessados podem se aprofundar nessa formulagdo, passando por defini¢bes como o
chamado colchete de Poisson, que nao iremos tratar aqui. Apenas vamos exemplificar, considerando o
caso unidimensional de uma particula da massa m em um campo gravitacional descrito pela aceleragao

g. Nesse caso, podemos escrever:

TTLU2

H=—"—
5 +mgz ,

sendo mwv?/2 a energia cinética e mgz a energia potencial gravitacional dessa particula. Lembrando
ainda que p = mv é o momento linear, podemos reescrever a equagao acima:

2

H:p——i—mgz,
2m

e entao tomar as derivadas:

oH p
o m
. OH

p=—g; =™

:’U’

Note que a ultima equacao é a Segunda Lei de Newton! Generalizando para um sistema tridimensional,

fica facil ver que:
dp

dt

onde consideram-se x e p variaveis candnicas, tratadas como independentes. Uma vez que a fungao

=-VH(x,p), (2.59)

de Hamilton H (x,p) representa a energia, para o dipolo magnético imerso em um campo B, a funcao
de Hamilton pode ser escrita como:
H=-m B,

e nesse caso, utilizando o formalismo de Hamilton recaimos na equagao (2.53). Aos interessados
recomendamos a leitura de textos sobre Mecanica Classica - Formulagao Hamiltoniana e Formulacao
Lagrangiana da Mecanica.

2.3 Susceptibilidade Magnética

Em um sistema qualquer, quando nao estamos interessados em analisar os varios graus de liberdade
e vinculos internos do mesmo, podemos caracterizd-lo por sua fungéo de transferéncia ou fungao
resposta. Tal procedimento é feito em circuitos elétricos, sistemas de controle e tantos outros, onde é
comum o uso do termo “caixa-preta”’. A funcao resposta é na verdade a resposta ao delta de Dirac
ou entao também denominada fungao de Green do sistema. No caso do Eletromagnetismo, podemos
dizer que:

- A polarizacdo P é a resposta do meio a aplicacdo do campo elétrico E, a fungdo de resposta
correspondendo a relagao entre o campo aplicado e a polarizagao é denominada susceptibilidade
dielétrica do meio;

- A magnetizacao M é a resposta do meio & aplicagao do campo magnético H, a funcéo de resposta
correspondendo a relacao entre o campo aplicado e a magnetizacao é denominada susceptibilidade

magnética do meio.
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Pode-se escrever prontamente que:

P, = 60/ X (t — ) E;(r,t")at" (2.60)
—00
M, = / X (¢ — ) H (e, )t (2.61)

onde Xij e Xf% sao os componentes de uma matriz conhecida como tensor de susceptibilidade dielétrica
e magnética, respectivamente. Observe que as equacoes acima sao convolugoes entre a funcao resposta
que é a susceptibilidade, e os campos aplicados. Passando para o dominio da frequéncia, ou seja,
tomando a transformada de Fourier das duas equagoes acima, é facil ver que:

Pi(r,w) = eox?(w)E;(r,w), (2.62)
M;(r,w) = X9 (w)H;(r,w) . (2.63)

A rigor deveriamos realizar a convolugao espacial também, mas a mesma nao é necessaria para meios
homogéneos, pelo menos por partes. Se as susceptibilidades variam lentamente no espaco, podemos
ainda considerar que as relagoes acima valem para cada ponto.

2.3.1 Expressoes para a magnetizacao na formulacao hamiltoniana

Partindo da expressao para a energia de um dipolo imerso em um campo magnético:

H=-m B,
podemos escrever:
OH
e — —
) 832 )
ou generalizando a expressao:
oH VBH (2.64)
m=——— = — .
oB B ;
onde Vg = (0/0B;,0/0By,0/0B;). Lembrando da definicao mais rudimentar de magnetizacao:
M=y
==Y m
V - !
podemos escrever:
1 0H 1
M=--2" = _—vgH 2.65
veB ~ vl (2.65)

Uma vez que, da equagao (2.63) temos, por exemplo:

My = XzaHy + XacyHy + XaoH

temos:
oM,
Yoo = B,
X
oM,
X = —
" 9H,
oM,

Xzz:THZ
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e de modo geral:
oM,

;L (OM
Xij = 6Hj _J<8H) y (2.66)

sendo J a matriz jacobiana com elementos %—11\{4. A seguir vamos obter a susceptibilidade magnética

de materiais sob influéncia de pequenos sinais variantes no tempo, correspondente a susceptibilidade

dinamica do sistema no regime de linearidade.

2.4 Susceptibilidade Dinamica no Regime Linear

Usualmente meios magnéticos apresentam propriedades anisotrépicas, sendo amplamente utilizados
em dispositivos de microondas onde a nao-reciprocidade é bem-vinda. Exemplos tipicos sao as ferrites,
compostos da forma MO.FeO,, onde M é um metal. Na natureza é comum o composto FeO.FeO,. De
modo simples podemos definir:

- Homogeneidade: o meio homogéneo é igual em todos os pontos, pelo menos por partes, o que
implica em uma susceptibilidade independente da posigao;

- Linearidade: se a relagao entre a entrada e a saida é constante, o sistema é dito linear. Exemplos
de linearidade sao os resistores 6hmicos em relacao a funcao V — I, enquanto que um diodo é
nao-linear. No caso do Magnetismo, um meio linear é aquele para o qual a Magnetizagao é uma
funcao linear do campo H. Em geral, os meios ferromagnéticos sao altamente nao lineares, mas
a susceptibilidade dinamica pode ser linearizada em torno do ponto de operacao, para pequenos
sinais. Uma caracteristica marcante de sistemas nao lineares é que podem apresentar o que

comumente se chamam curvas de histerese;

- Isotropia: em um meio isotrépico todas as direcoes e eixos de simetria sao equivalentes, ou seja,
nao ha direcao preferencial ou distinta em um meio isotropico. Corresponde & uma susceptibili-
dade na forma

Xij = X0ij
sendo d;; a fungao delta de Kronecker. Materiais magnéticos geralmente apresentam algum grau
de anisotropia, ou seja, as diregoes sao distintas. Costuma-se definir dois eixos de referéncia:

[*] Easy Axis (Eixo Facil): onde a magnetizagao ¢ preferencial. Em estado natural a mag-
netizagao tende a se alinhar ao easy axis do material, sendo necessaria a aplicacao do campo
externo para reorientar a magnetizacao em outra diregao;

[*] Hard Axis (Eixo Duro): corresponde ao eixo onde é necesséria maior energia para alinhar
a magnetizacao paralela a este eixo.

A partir da dquagao de dindmica de magnetizacdo vamos determinar a susceptibilidade dinamica.
Podemos assumir em um material qualquer cuja magnetizacao dc correspondente a um campo aplicado

em um dado eixo de referéncia seja dada na forma
M = xdc - Ho = Mo, .
que para pequenas perturbagoes em torno do valor Hy tenhamos:
B = uoH(t) + po(6 My, 6 My, My + 5M,) (2.67)

sendo
H(t) = Hy + h(¢) .
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A susceptibilidade dindmica correspondendo a uma relagao de linearidade entre dM(t) e h(t), serd

obtida através da expressao:

oM;
Xij = hy
Vamos utilizar a equagao de movimento:
dM
— =M x B
a !

reescrevendo-a na forma explicita:

dM,

i = ’y(MyBZ — MZBy) ,
dM,

dty = 7(MZBJ: - Msz) ,
dM,

7 = ’y(MxBy — MyBx) ,

onde temos:

B, = MO((SMm + hx) )
By = po(6My + hy) ,
B, = ,uQ(MO +o6M, + hz) .

Substituindo o campo B nas equagoes (5.36)-(2.70) obtém-se as seguintes equagoes:

s M,

= 10y [0My (Mo + 6Ms + h) — (Mo + 6M:) (OMy + hy)]
ds M,

= oy [(Mo+ 6M)(5M; + ha) — 6M (Mo +6M: + he))
dSM,

= o [BM (M, + hy) — 6My(5My + hy)]

(2.68)
(2.69)

(2.70)

(2.71)
(2.72)
(2.73)

(2.74)
(2.75)

(2.76)

Se assumimos que |h| << [Hg| e que [6M| << My, podemos linearizar as equacoes. Fica a encargo

do leitor demonstrar que em regime harmonico, ou seja, para
_ iwt
h = hoe s

negligenciando termos quadréaticos em §M e harmonicas, ou seja, termos na forma e

as seguintes equacoes:

iwoM, = wodMy — yuoMoh,, ,
iwoM, = poyMohy —wod M, ,
woM, = 0,

onde definimos:

4

Bo — uoMyp) .
2m( 0 — oMo)

wo = poyHo =
Resolvendo o sistema acima, podemos expressar na forma matricial:

oM, Xzz Xzy O hy
oM, = | Xyz Xyy O hy )

+2iwt

, encontramos

(2.77)
(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)
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onde define-se

Yo Mowo
Xz = Xyy = X = W2 — wig s (2.82)

, Y poMow
Xay = —Xyz = —UU) = —1 w2 — w(% ) (2.83)
Xzz = 0. (284)

Observe que x e 1 sao fungoes diretas da magnetizacao dc. Podemos escrever agora o tensor de

permeabilidade magnética na forma:

w —in 0
n=po | i 7! 0 R (2'85)
0 0 1

onde p representa a matriz de permeabilidade e p =1+ x.

Um meio com o tensor na forma (2.85) é dito meio giromagnético. Meios com a permissividade
dielétrica € de cardter tensorial com a mesma forma acima mas permeabilidade p escalar sao ditos meios
Giroelétricos. Um exemplo de meio giroelétrico é a ionosfera terrestre. Ja os meios com permeabilidade
e permissividade dielétrica de carater tensorial sao ditos meios girotrépicos.

E f4cil ver que, dada a aplicacao de um campo magnético Hy, gerando magnetizagao dc, a super-
posicdo de um campo ac(e™?) serd responsdvel por uma magnetizacao ac descrita por um tensor de
susceptibilidade. Uma vez que um campo h = (h,,0,0) gera magnetizacao tanto na diregdo = quanto
na direcao y, vé-se logo que o meio é anisotrépico. Além disso o eixo ao longo do campo magnético dc
é diferenciado em relagao ao plano ortogonal a ele. A propagacdo de ondas em um meio giromagnético

d4 origem a alguns efeitos interessantes:
— birrefringéncia e dicroismo;
— efeito de rotacao de Faraday e efeito Kerr magneto-6ptico.

Sugere-se a referéncia [2.2] para uma revisao geral do tema. Vamos aqui descrever a propagacao de on-
das eletromagnéticas em um meio giromagnético de maneira simplificada. Considere as transformadas

de Fourier generalizadas:
Fx.t) = (2;)4 / Fk, w)e @9 Bk | (2.86)
F(k,w) = / F(x, t)e @k Byqr (2.87)
onde f(F) podem ser escalares, vetores, tensores, etc. Aplicando as propriedades de transformadas
V - —ik
— = w

ot

nas equacoes de Maxwell temos:

V.B=0 — —ik-B=0,

VXE:—%—]? — —tkxE=—-iwB,
oD
VxH=J+— — —ikxH=J+iwD,



21

e podemos escrever entao:

k-D=ip, (2.88)
k-B=0, (2.89)
kxE=uwB, (2.90)
kxH=1iJ—wD. (2.91)

Assumindo que

D =¢E
B=pu- H
p=0e J=0
temos finalmente:

k-E=0, (2.92)
k-p-H=0, (2.93)
kxE=wpu-H, (2.94)
kxH=—-wegE . (2.95)

Combinando as equagoes (2.94) e (2.95), multiplicando vetorialmente esta ultima por k nos fornece a
seguinte equagao:
H— (k-H)k = w?cou-H , (2.96)

que deve ser resolvida simultaneamente com (2.92)-(2.95), utilizando ainda o resultado (2.85) para o
tensor de permeabilidade magnética.
Embora a solucao geral seja bastante complexa, podemos obter algumas solucoes particulares de
modo relativamente simples. Primeiro podemos avaliar o vetor B. Note que
B=p-H=py|in pn 0 H,
0o 0 1 H,
Note que H, e H, acabam sendo misturados, enquanto que H, nao se acopla aos outros dois. Podemos
entao procurar uma forma diagonal para a equacao acima, ou seja, encontrar os auto-vetores e auto-

valores da equacao para B:
lw—A1 =0, (2.97)
p-H; = \H; | (2.98)

sendo a solucao para A os autovalores, 1 é a matriz identidade e H; um dos auto-vetores da equacao.
H4 trés auto-vetores, pois a matriz g é uma matriz 3 x 3. Obtém-se facilmente:

Ay =po(p+n) = Hy = Ho(ax —idy) , (2.99)
A =po(p—n) = H; = Hy(ax +1iay) , (2.100)
)‘z = Uy = HS = Hpa, R (2101)

sendo a solucao para H na forma
H= Hoei(wt—k~x) .

Pela forma da equagao (2.96), podemos escolher ainda, o caso particular mais simples, no qual k-H = 0.
Nesse caso:
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— se B, = 0 entao no caso mais simples H = (H,, H,,0) e podemos fazerk| = (k;,k,) =0 e
k = k.ay;
— se B = 0 no caso mais simples H = (0,0, H,) e podemos fazerk = (k;, ky,0).
A equagao (2.96) torna-se simplesmente:

k‘QHi = w250/\iHi s (2.102)

e temos como solugao geral trés casos, a seguir:

H, = Hy(ax — iy )e' @5+ onde By =kov/(u+7), (2.103)
H_ = Hy(ax + iéy)ei(“’t_B*Z) onde By = kov/(n—1n) , (2.104)
H,; = Hoae' ===y onde B=/B2+82=k, (2.105)

onde ; correspondem as solugdes da equagao (2.102) para o valor de k e kg = w/c = 27/ Ag. Observe
que as solugoes (2.103) e (2.104) correspondem a ondas de polarizagdo circular que se propagam
paralelas ao campo magnético dc aplicado, enquanto que (2.105) é uma onda de polarizagao linear
como o campo magnético paralelo ao campo magnético dc aplicado mas propagando-se em uma direcao
perpendicular a direcao do campo magnetico dc.

2.4.1 Efeito de Rotacao de Faraday

Consideremos em z = 0 uma onda polarizada na direcao . Podemos compor um campo de polarizagao

linear através de uma superposicao de ondas de polarizacao circular, ou seja:

: H,(0,¢)+H_(0,t
H(z = 0,t) = Hye™"|ay = +(0, ); 01 (2.106)

Uma vez que as constantes de propagacao das ondas de polarizagao circular direita e esquerda sao

diferentes, ou seja, B+ # [G_, a medida que a onda se propaga a polarizacao linear na dire¢do x nao
serd mantida. Senao vejamos quando a onda se propaga a superposicao resultante sera:

H(z, 1) = (1) . H-(z) _ %(ax _iay)ei=0+7) 4 %(ax i) 8 | (2.107)
Podemos definir a constante de fase média [ e a diferenca de constante de fase §3, na forma:
B = % : (2.108)
58 =By — -, (2.109)
para reescrever a equagao (2.107) na forma abaixo:
H = Hye'@!=52) [cos <5252> Ay — sin (‘;@) ay] : (2.110)

Observe que:

— Em um meio giromagnético (poderia ser giroelétrico ou girotrépico), as ondas de polarizagao
circular tem constantes de propagacgao diferentes;

— Uma onda de polarizacao linear é a superposicao de ondas de polarizagao circular e conforme
podemos ver da equacgao (2.110) a polarizagao rotaciona por um angulo A¢ & medida em que a
onda se propaga. Esse efeito é conhecido como Rotacao de Faraday, sendo utilizado em muitos
dispositivos.
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O angulo de rotagao é dado por:

1)
Ap = ?ﬁz (2.111)
ou, em termos de variagao:
Ap _op
— == 2.112
Az 2 ( )
Substituindo os valores de 63 temos:
Ag ko
N —?[\//H‘Tl—\/u—n] .
Para o caso particular em que 1 << p é facil demonstrar que:
A9 _ kon
Az 2
e se utilizamos a definicdo de n verificamos que:
Ag ko wpoy Mo
—_— = . 2.113
Az 2 w?—wd ( )
Lembrando que ky = w/c temos:
A M, 2
29 _ oMo w (2.114)

Az 2c w?—-wi’

Para frequéncias muito maiores que wy o valor de A¢/Az torna-se uma constante que depende somente
da magnetizagao:

Ad _ poyMo
Az 2¢

. . . 2 o ~
Obviamente em um meio real ha perdas e o fator ﬁ deve ser substituido por uma funcao adequada
%0

(2.115)

da frequéncia.

Medidas de desvio da polarizagao ou rotacao da polarizacao linear de uma onda que propaga-se
em um meio magnetizado permitem uma medida direta da magnetizagao do meio.

Qualquer meio sujeito & um campo magnético aplicado terd através da condutividade ou analoga-
mente do tensor de permissividade dielétrica uma rotacao de Faraday equivalente. E possivel mostrar
que nesse caso A¢/Az x w e é uma funcdo crescente com a frequéncia. Portanto em muitos casos a
medida de M, deve-se ao efeito de Faraday provocado pela permissividade dielétrica e nao pelo tensor
de permeabilidade. Em altas frequéncias o meio pode tornar-se giroelétrico, portanto.

De qualquer forma o efeito Faraday no qual a polarizacdo da onda transmitida em um meio
magnetizado rotaciona é utilizado na medigao de propriedades magnéticas do meio. Além disso é
utilizado em muitos dispositivos de microondas nao-reciprocos que utilizam ferrites, como circuladores,
isoladores, etc.

Uma leitura recomendada sobre este assunto é a Referéncia [2.3] de Collin.

2.4.2 Efeito Kerr magneto-6ptico

E o andlogo ao efeito de Faraday, porém medindo-se a onda refletida por um meio magnetizado. Se
a onda incidente tem polarizacao linear a onda refletida terd sua polarizacao rotacionada em relagao
a onda incidente, cujo valor de magnitude e direcao dependerao diretamente da magnetizacao do
meio refletor. O efeito Kerr é bastante utilizado na medida de magnetizagao superficial dos meios.
Em inglés usa-se a sigla MOKE(Magneto-Optic Kerr Effect) para designar medidas do efeito Kerr
magneto-6ptico, ou ainda SMOKE (Superficial MOKE).

Sugere-se a leitura das referéncias [2.4] e [2.5].
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2.5 Nocoes de Magnetostatica

Um importante campo de estudos da magnetizacao e do magnetismo nos meios materiais é a Magne-
tostatica. Em regime estdtico os fenomenos elétricos e magnéticos tornam-se independentes, pois as
equagoes de Maxwell para campos elétricos e magnéticos tornam-se desacopladas. Um dos pioneiros
do campo da Magnetostatica foi Poisson, que através de métodos bastante revoluciondrios a época,
criou a teoria do potencial escalar magnético. Partindo das equagoes de Maxwell macroscopicas e
fazendo a derivada temporal anular-se, temos:

V-D=p, (2.116)
V-B=0, (2.117)
VXxE=0, (2.118)
VxH=1J. (2.119)

A estatica da origem a duas linhas distintas: a Eletrostatica e a Magnetostatica, pois fica evidente das
equacoes acima que E e B nao se acoplam no regime permanente. Para as equacoes da Eletrostatica,
ou seja, (2.116) e (2.118), utilizando identidades do célculo vetorial é facil ver que:

E=-V¢yp = =VxE=0, (2.120)
_V.P
V-D=p = v%:-%. (2.121)
0

Nesse caso, os problemas eletrostaticos correspondem a solucao da equagao de Poisson para o potencial
eletrostatico ¢, dadas condigoes de continuidade e condigoes de contorno.

Vamos agora considerar a Magnetostdtica, que é descrita pelas equagoes (2.117) e (2.119). Para
satisfazer automaticamente a equagao (2.117), podemos utilizar uma identidade do célculo vetorial
que diz que V -V x A = 0 e portanto definir:

B=VxA. (2.122)
Utilizando ainda a equacao constitutiva:
H=B/up-M,

podemos fazer a substitui¢ao da equacao (2.122) em (2.119) para obter a seguinte equagao, denominada

equacao de Poisson vetorial:

VA = —po(J+V x M), (2.123)
onde adotou-se a condigao de calibre V x A = 0. A solugao formal desta equagao é dada simplesmente
por:

/ / M /
A= “0/ IO + VX M) o (2.124)
A Jy |x — x/|

Na préxima subsecao vamos tratar a Magnetostatica do ponto de vista da Teoria de Poisson para o
Potencial Escalar Magnético.

2.5.1 O Potencial Escalar Magnético

No caso em que J = 0 fazemos:
VxH=0=H=-V¢, , (2.125)



25

onde ¢, é dito potencial escalar magnético. A equagao de Gauss magnética pode ser escrita na forma:
V.-B=0=V-H=-V-M

e podemos fazer entdo as seguintes defini¢oes:

H = —Vén, (2.126)
pm = —-V-M, (2.127)
Viom = —pm, (2.128)

onde define-se uma densidade de carga magnética ficticia, p,, e nesse caso a solugao dos problemas
magnetostdticos seguem completa analogia com a Eletrostatica. A solucao formal para o potencial ¢,

¢ dada abaixo:
1 VM)
Cdrn e x—X|

bm av’. (2.129)

Para um tinico momento de dipolo magnético m localizado na posicao xg temos:

M = md(x — xg) . (2.130)
Pede-se ao leitor que demonstre que:
m-R

m=—, 2.131
Om = 4 3 (2.131)

onde R = x — xq. Realizando o célculo de B = — 1oV ¢;, obtém-se:

Mo 2

B = Py B(m-R)R — R°m] . (2.132)

A energia de interagéo entre dois dipolos magnéticos m; e my pode ser calculada facilmente considerando-

se a energia de um dos dipolos imerso no campo gerado pelo outro, ou seja:
Up=-m; -By=-my-B;

onde By ou By tem a forma (2.132), substituindo-se m por m; ou mgy, respectivamente. Temos entao:

Ho

U = 4TRS

[3(m; - R)(ms - R) — Rm; - my) . (2.133)

Podemos generalizar a expressao acima para um conjunto de dipolos. Para um par temos:

3 1
UY = —i(ml -Bj +m; Bz)

m

onde colocamos a energia na forma simétrica para que a soma sobre todos os indices %, j possa ser
feita sem restrigoes e evitar a dupla contagem da energia. Obtém-se da expressao U,, = Zij Unij o
seguinte resultado:

Un =~ Z i[3(mi ‘Rij)(m; - Ryj) — Rijm; - my] (2.134)

A interacao acima é conhecida como interagao dipolo-dipolo ou simplesmente interacao dipolar. Ela
é de longo alcance porém relativamente mais fraca do que outra denominada interacao de troca, que
é de curto alcance, porém mais forte em curtas distancias. A interacdo dipolo-dipolo usualmente é

responsavel por ”destruir” configuragoes magnéticas, criando regides de dominios magnéticos.
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2.6 Teoria de Langevin e Deficiéncias da Fisica Classica

Atualmente sabe-se que a chave para o entendimento do Magnetismo na matéria é a Mecanica
Quéantica. Um belo texto de revisdo é dado no artigo de Van Vleck [2.6]. Van Vleck alids é um
dos grandes nomes da teoria quantica do magnetismo em seus primeiros passos.

Aqui vamos tentar explorar algumas idéias classicas para explicar o magnetismo na matéria e ver
onde a teoria falha. Inicialmente, entretanto, uma pequena revisao da Fisica Estatistica, que serd aqui
utilizada para expor a teoria de Langevin, sera dada.

2.6.1 Conceitos Basicos de Fisica Estatistica

A Fisica Estatistica estd baseada no fato de ser impossivel acessar instantanea e simultaneamente os
estados fisicos exatos de um ntimero muito grande de particulas que compoem a matéria. Conhecendo-
se, porém todos os estados fisicos acessiveis ao sistema, é possivel atribuir probabilidades para cada
estado e entdo obter valores médios das grandezas fisicas de interesse. A chamada hipdtese ergddica
diz que todos os micro-estados fisicos acessiveis a um sistema sao equiprovaveis. Na Fisica Cldassica
podemos definir um espaco denominado de espaco de fase, correpondente a todos os valores de posicao
e momento acessiveis a todas as particulas do sistema, ou seja, o espaco de fase é composto por
qa=(q1,92...,9n) € p = (P1,P2..., PN ). Define-se entao uma funcao densidade de probabilidade para

o sistema:

p(q, p)

que da a probabilidade de encontrar o sistema num estado correspondente ao conjunto (q,p). Se
a fungdo p(q,p) ainda ndo estd normalizada, podemos definir a fungdo Z, denominada funcao de
particao do sistema:

Z = /dq/dp p(q,p) (2.135)

onde devemos interpretar que:

[da [do= [das [ ap [ dar [ dpa. [ dan [ dpy.

O valor médio de alguma grandeza fisica A sera dada por:

(4) = Jda [ dp p(q,p)A(
Jda [ dpp(a,p

A estatistica mais simples corresponde a distribuicao de probabilidades de Boltzmann e baseia-se

)q’ P) _ ;/dq/dp p(q,p)A(q,p) - (2.136)

evidentemente na Mecéanica Classica. Escrevendo a funcao p ja normalizada pela funcao de partigao
temos:

plE(p,q)] = %6‘5 B (2.137)

onde E(p,q) é a energia e o parametro 3 é donominado temperatura reciproca, ou seja:

1

f= BT

sendo kg = 1,38 x 10723J /K a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. A funcdo de
particao Z é dada simplesmente por:

7 = / dp / dg e PLE@D] (2.138)
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2.6.2 A Teoria de Langevin

Langevin em 1905 descreveu de modo bastante satisfatério o paramagnetismo assumindo por hipétese
ad hoc que cada dtomo ou molécula de um meio qualquer possuisse um momento de dipolo magnético
bem definido de médulo p, mas que pudesse se orientar aleatoriamente. Na presenca de um campo
magnético B a energia do mesmo seria dada entao por:

E,(cosf) = —p-B=—puBcosh .

Nao confundir aqui g com o tensor de permeabilidade magnética, aqui estamos tratando do momento
de dipolo magnético. Nesse caso, a fungao de particao é dada por:

1
Z—/ d(cos §)e=PrBcos?
-1

e a funcao de probabilidades é dada por:

1
— —BuB cosf
P=7° '

O valor médio da projecao da magnetizacao na direcao do campo, ou seja, do valor pcos 6 serd dado

por:
f—ll d(COS 9) cos fPe—BuB cost

f_ll d(cos 0)e—BuB cost

M =npu (2.139)

onde n é a densidade de momentos de dipolo magnético de médulo p no material. Realizando as
integrais tem-se o famoso resultado:

M =nul (BuB) |, (2.140)
onde L£(x) é denominada funcao de Langevin e é definida na forma abaixo:
1
L(x) = coth(x) — e (2.141)

Para a temperatura 7" muito alta, 3 — 0 e podemos expandir a funcao de Langevin em séries de

Taylor:
x
L(z)|z<<1 = 3
Nesse caso obtém-se a relagao:
2
ny
M(H) = H 2.142

ou seja, a susceptibilidade de Langevin, x = M/H, é dada simplesmente por:

2
ny
XLang = MO 3kpT 5 (2143)
e verifica-se uma variagdo na forma 1/7 para a susceptibilidade de um material paramagnético. Este
resultado realmente é observado na pratica, para muitos materiais.
Pierre Weiss prontamente extendeu o modelo de Langevin para tratar do Ferromagnetismo em

uma aproximacao conhecida como aproximagao do campo molecular, para obter a relagao da forma:

n? po(H 4 gM)
3kpT ’

M = npL (pofp(H + qM)) ~ (2.144)

de onde vem:
n,u2

Tl T (2.145)

XFM = Mo
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onde T, é uma temperatura critica, denominada temperatura de Curie do ferromagneto:

N 2
T, = 9
3kp

Observe que no modelo de Weiss, para T = T, a susceptibilidade diverge, indicando que abaixo da
temperatura de Curie pode haver magnetizacao espontanea. Tanto a funcao de Langevin quanto o
modelo de Curie-Weiss descrevem relativamente bem o comportamento da matéria em altas temper-
aturas, mas falham grosseiramente em temperaturas mais baixas.

Por que uma teoria classica funciona tao bem se afirmamos que a Mecanica Quantica é fundamental
na descri¢do do magnetismo? A resposta a essa pergunta foi dada suscintamente por Van Vleck: mesmo
sem se dar conta, Langevin quantizou o valor do médulo do momento de dipolo magnético assumindo
que cada constituinte da matéria tinham um valor bem especifico para esta grandeza. Classicamente o
momento de dipolo magnético pode assumir qualquer valor arbitrario. Na sequéncia iremos demonstrar

que o magnetismo na matéria nao pode ser explicado em termos puramente classicos.

2.7 O Teorema de Bohr-van Leeuwen

O teorema de Bohr-van Leeuwen estabelece que pelas leis da Fisica Classica "resposta da matéria aos
campos magnéticos é nula, ou seja, a susceptibilidade magnética calculada por meios cléssicos deve se
anular”. Vamos novamente utilizar o formalismo hamiltoniano para demonstrar o Teorema.

Primeiramente observe que, da definicao da fungao de particao:

Z::j/dpj/dqQME@gn,

o valor médio da energia de um sistema pode ser calculado como:

<m—;/@/@Em@wWWW

oz
95 /dp/dq E(p,q)e

e dessa forma podemos escrever:

mas veja que:

107 0
EyY=———=——(n2) . 2.146
(E) =55 = 55 2) (2.146)
E possivel demonstrar que praticamente todos os valores médios de interesse fisico sao diretamente
calculaveis da funcao de particao. Senao vejamos, das definigoes anteriores, para a magnetizagao, o
cdlculo da média termodinamica em equilibrio nos da:

1 9(E)

M ="y %8 -

Agora precisamos determinar qual é a funcao hamiltoniana de uma particula nao-relativistica na pre-
senca do campo eletromagnético. Do eletromagnetismo classico sao os campos calculados diretamente
dos potenciais ¢ e A, conforme as expressoes abaixo:

0A

E=-Vo——-. (2.147)
B=VxA. (2.148)
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Uma particula livre tem energia total dada por:

p2

2m
mas na presenca do campo eletromagnético, obtém-se, pela regra do acoplamento minimo, que prediz

a troca p — (p — qA), a sequinte energia total:

LA
H=5_(p—qA) +qo. (2.149)

Fica como exercicio ao leitor demonstrar que através das equagoes de Hamilton, obtém-se as equagoes
de movimento cléssicas:
. _P—qA
vV=x=———,
m

mv=q(E—-vxB).

Algumas passagens nao sao triviais, para aqueles que nao estao habituados com o formalismo hamil-
toniano.

Utilizando (2.149) podemos determinar entao a fungao de partigao para a particula cldssica elet-

Zz/dp/dxeXp [—ﬁ (;n(p—qA)QJrqcb)]

lembrando que ¢ e A sao fungoes das coordenadas x. Para um campo magnético B uniforme, podemos

ricamente carregada:

escrever o seguinte potencial vetor:

1
A=-Bxx.
2

Uma vez que a integral em p é realizada de —co a +00 é possivel fazer uma transformagao p’ = p+¢A
e ainda:

dp' =dp

de tal forma que:

2= [ap [axes |5 (0080 +a0) | = [an' [ixes |5 (5007 4 00)]

Uma vez que o campo magnético entra somente através do potencial vetor magnético A e o potencial
desaparece da funcao de particao, é facil ver que o valor médio da energia independe de B e nesse

Caso:

1 0(FE)
M) ="y 9B —
Este é o resultado conhecido como teorema de Bohr-van Leeuwen. Foi deduzido indepentendemente
por Niels Bohr e Miss van Leeuwen. Bohr foi um dos grandes mentores da Mecanica Quantica, tendo
recebido o Prémio Nobel por seu modelo atomico do Hidrogénio em 1913. E interessante observar
que a falta da concordancia entre a Fisica Classica e o magnetismo na matéria foi um dos motivos
que levaram Bohr a perceber que havia alguma coisa errada com a Fisica Classica e entao propor
a quantizacao do momento angular. O paper de Bohr e esse teorema sao de 1911 e fazem parte do
trabalho de doutoramento de Bohr.

Uma vez que:

i) O teorema de Bohr-van Leeuwen diz que a resposta da matéria ao campo magnético deve ser

nula em equilibrio termodinamico e;
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ii) Sao observados vérios fenomenos magnéticos nos materiais em equilibrio termodinamico, tais
como: diamagnetismo, paramagnetismo, ferromagnetismo e anti-ferromagnetismo para citar os
mais comuns,

devemos abandonar a visao classica e partir para o dominio da Mecanica Quantica. Uma descrigao

geral contendo os principais postulados e os resultados relevantes para o estudo do Magnetismo serda
dado no proximo Capitulo.
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Capitulo 3

Fundamentos da Mecanica Quantica

A intencao deste Capitulo nao é apresentar um curso completo de Mecanica Quantica, mas sim fornecer
os subsidios necessarios para a compreensao dos fenémenos magnéticos em um nivel mais profundo. A
descrigao dos principais postulados e fundamentos seguird a linha do livro-texto de J.J. Sakurai [3.1].
Tal referéncia é utilizada na maioria dos cursos de nivel de Pés-Graduacao.

Sao obrigatérios os seguintes tépicos:

— Postulados da Mecanica Quantica e a Notacao de Dirac - bras e kets;
— Teoria do Momento Angular e Nogoes de Simetrias;
— A Matriz Densidade e Estatistica Quantica: Bésons e Férmions;

— Nogoes da Teoria do Estado Sélido: dos Niveis de Energia Atomicos a Estrutura de Bandas nos
Sélidos.

3.1 O Experimento de Stern-Gerlach

Antes de apresentar os fundamentos da Mecéanica Quantica na forma de Postulados vamos descrever
de modo simplificado o Experimento de Stern-Gerlach. Para uma discussao interessante das diferencas
entre a Mecanica Classica e a Mecanica Quantica sugerimos o livro de Sakurai, onde faz-se uma de-
scricao detalhada do experimento de Stern-Gerlach, além de uma referéncia mais bésica[3.2]. Embora
a idéia da teoria quantica tem suas sementes originais na solucdo do Problema da Radiagao de Corpo
Negro em 1900 por Max Planck e a partir de entao teve inimeros avangos dentro de um contexto que
se convencionou denominar Antiga Mecanica Quantica, é o experimento de Stern-Gerlach o ambiente
ideal para contrastar a Mecanica Classica com a Mecanica Quantica. Nas palavras de Sakurai, subme-
ter o leitor a um verdadeiro tratamento de choque. O experimento de Stern-Gerlach foi realizado em
1922 e confirmou a existéncia do spin. A proposta original para a existéncia de um momento angular
intrinseco das particulas elementares, que denominou-se spin(do inglés “spinning particle” = particula
em rotagao) foi feita por Uhlenbeck e Goudsmit.

FEm linhas gerais o experimento realizado por Stern e Gerlach pretendia medir o movimento de
rotacao intrinseco do elétron, nos moldes da idéia proposta por Uhlenbeck e Goudsmit. Se o elétron
pudesse ser considerado uma pequena esfera, este poderia estar dotado de uma rotagao intrinseca, além
do movimento de translacao, e isso poderia explicar alguns fenomenos observados experimentalmente,
como desvios de linhas espectrais de atomos. Conforme vimos no capitulo anterior o momento angular
estd intimamente associado ao momento de dipolo magnético. Portanto, se o elétron tem momento

orbital e este corresponde a um certo valor de momento de dipolo magnético, o mesmo deve acontecer
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para o momento angular de spin. Chamaremos p a esse momento intrinseco, de tal modo que quando
imerso em um campo magnético a energia magnética associada seria dada por:

U=—-un-B,

e se 0 campo magnético for nao-uniforme, sabemos da formulacao hamiltoniana que este elétron estara

sujeito a uma forga, na forma abaixo:
F=p=V(pu-B).

Para haver uma forca magnética sobre um dipolo magnético devemos necessariamente ter um campo
magnético nao uniforme. Na configuracao de Stern e Gerlach um gradiente de campo é obtido através

de um ima com um dos pélos na forma de cunha, conforme a Figura 3.1.

]
2
= e

- A
Colimador

Magnetos

com dB/dz |
Esperado 3 Resultado Anteparo e

] : 2 detector de
classicamente A obtido na 4
elétrons

pritica eI

| = EE

Figura 3.1: Esquematico do Experimento de Stern e Gerlach.

Vamos assumir que:

B = B(2)a,

de tal modo que a forga resultante estara na direcdo z, permitindo medir a projecao de g sobre o
campo magnético:
dv, dB

Fo=m® =, 02 3.1
" T (3.1)

Na pratica utilizaram-se:

- atomos de prata vaporizados a alta temperatura em um forno, com uma pequena abertura que
permitia sair alguns dtomos com energia cinética da ordem de k7. H& ainda um colimador e
um filtro adequadamente colocados para selecionar somente aqueles atomos com velocidade na

direcao e sentido desejados e pouca dispersao de energia;
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- era sabida a configuragao eletronica dos atomos de prata. A época poderiam ser utilizadas as
regras de quantizagdo de Bohr-Sommerfeld para inferir a estrutura eletrénica. O interessante é
que o elétron da ultima camada é um elétron s, cujo momento angular orbital é nulo. Todas
as outras camadas eletronicas da prata estdao preenchidas de tal modo que o momento angular
resultante destas camadas é zero. Restava entdo somente o momento angular intrinseco do

elétron na ultima camada.

Dessa forma obtém-se:

W= 4Bjdz
Para um feixe que sai com energia cinética
2
mu
E.= >

onde m ¢é a massa dos atomos de prata, o tempo de transito entre o forno e um anteparo contendo um
filme capaz de ser impressionado pelo impacto dos elétrons, é dado por:

A=t L

v 2F.
m

onde L ¢ a distancia entre a saida do forno e o anteparo Com esse tempo de transito podemos calcular

o efeito da forca F., ou seja, qual é o desvio de trajetoria sobre o eixo z:

F, w. mL? dB
Az = 2 (At)? = =
z (A = 2E. @

- 2m

e portanto obtém-se o valor de p,:
_4EAz 1

K= T2 4B/d-

Se assumirmos E. = 3kpT/2 temos:

 GkpTAz 1
B = 2 dBJd:

(3.2)

A experiéncia de Stern-Gerlach esperava uma mancha correspondendo aos varios valores de Az
possiveis, uma vez que p, classicamente é uma varidvel continua. Observe que a massa do dtomo
de prata desaparece da equagao. Os valores utilizados experimentalmente: dB/dz = 10tesla/m,
T = 400K, L = 1m. Os desvios obtidos Az correspondem a apenas duas manchas localizadas em
A, = £2.8 x 1073 m. Substituindo estes valores na equacio para j, obtém-se dois valores:

e = £9,27 x 10724 [A-m?] . (3.3)

Agora, se lembramos da relacdo entre momento de dipolo magnético e momento angular, podemos
escrever a relacdo pu, = ¢S,/(2m.) onde S, é a projegao do momento angular de spin na diregao z e ¢
e me a carga e a massa do elétron. Obtém-se S, = Fh/2, onde h é a constante de Planck.

Podemos sumarizar os resultados esperados classicamente da seguinte maneira:

— como p pode classicamente assumir qualquer valor pois o elétron poderia ter uma rotacao
intrinseca cujo momento angular correspondente poderia ir de zero a qualquer valor, orien-
tado em qualquer direcao, a projecao u, assumiria também qualquer valor, gerando assim uma
forga F, varidvel continuamente com o valor de p,, uma vez que dB/dz é fixo e conhecido. Na
pratica o que se esperaria é que depois de passar pelo gradiente de campo magnético os elétrons
com diversos valores de u, continuos, colidindo com uma tela detectora deveriam produzir uma

mancha continua.
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— uma vez medido p. deveria ser possivel determinar p, e p, com passando o feixe por dois
outros experimentos nos quais os gradientes sao dB,/dx e dB,/dy, respectivamente. Uma nova
medida de j, apds as medidas de p; e i, deveria apenas confirmar o valor previamente medido,
permitindo assim conhecer completamente o vetor g = (fy, fby, f1-) para um dado elétron.

Na pratica isso nao se verifica. Verificou-se que:

— o momento de dipolo magnético de spin u, somente assume dois valores, correspondentes aos

valores de momento angular de spin de +h/2.

— um fato ainda mais surpreendente mostra que nao é possivel conhecer completamente o vetot u.
Realizando uma medida de S, é possivel determinar o valor da projecao do momento angular de
spin na direcao z. Uma nova medida da projecao do momento angular na direcao x por exemplo,
ou seja, medida de S;, ird destruir a informagao obtida com a medida anterior referente a S,.
A ordem das medidas de S, e S, também é relevante, ou seja, elas ndo sdo comutaveis. Medir

primeiro S, e depois S, produz resultados diferentes da medida na ordem contraria, ou seja:

S:8, # 8.5 .

Temos entao os ingredientes bésicos e essenciais da Mecanica Quantica:

— as grandezas fisicas de interesse podem assumir somente certos valores especificos, estando por-

tanto quantizados;

— nem todos os observaveis fisicos sdo compativeis entre si. Exemplo é o caso da projecao do
momento angular em eixos distintos. Para descrever matematicamente esse fendmeno precisamos
da algebra de matrizes, onde a ordem dos fatores no produto é relevante, assim como a ordem
das medidas de grandezas fisicas de interesse.

Vamos agora descrever os Postulados da Mecanica Quantica baseados na &lgebra de matrizes e
espagos de Hilbert.

3.2 Os Postulados da Mecanica Quantica

1° Postulado: Todo e qualquer sistema fisico é descrito por uma funcao de estado correspondente a
um raio no espaco de Hilbert [3.3].

i) Espago de Hilbert: é um espago vetorial normado(com produto interno) complexo de dimensao
N. A dimensao pode ir até infinito, sendo constituida de uma parcela discreta e uma parcela
continua de vetores, dependendo dos graus de liberdade de interesse do sistema.

ii) Raio é um vetor cuja magnitude nao é relevante, e sim sua diregao e sentido. Vetores parale-
los com diferentes magnitudes correspondem ao mesmo raio. Conforme veremos, na Mecanica
Quéantica adota-se a interpretagao probabilistica de Copenhagen e entao os vetores representando
os estados fisicos devem ser normalizados.

Para representar esses vetores vamos utilizar a notagao de Dirac:
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- Espacgo dos Kets: Kets sao vetores coluna com a seguinte notacao:

ai
az

B
~
Il

an

E 6bvio nesse caso que o espaco de Hilbert possui dimensao N e portanto N vetores da forma

acima.

- Espaco dos Bras: sao vetores duais aos kets, ou seja, sao vetores linha com a seguinte notacao:

(al = (ja))' = (o a3 .. af)

O simbolo § corresponde a transpsicao e conjugacao complexa enquanto que * corresponde a

conjugacao complexa.

- O produto interno entre dois vetores quaisquer é dado por uma expressao denominada bra(c)ket.
Dados dois vetores a e b, o produto interno é expresso na forma:

(a,b) = (al - [b) = (alb) .
Essa notacao simplifica bastante vérias expressoes.

No espaco de Hilbert podemos definir uma base de vetores que sao ortonormais e que cumprem
com uma relacdo denominada de completeza. Considere uma base de vetores {|a)} = (|1),[2)...|N))
num espaco de Hilbert de dimensao N, entao:

(@) = dap (3.4)
D la)al = 1nxw, (3.5)

sendo |a) e |3) dois kets pertencentes & mesma base ortonormalizada, d,3 é funcao delta de Kronecker,
ou seja, o3 = 1 se @ = B e do3 = 0 se a # (3, e a segunda relacao é a completeza, ou seja, a soma de
todos os produtos tensoriais da forma |a)(a| deve ser igual & matriz identidade de ordem N, sendo
N a dimensionalidade do espaco. No caso de espagos de dimensao infinita com espectro continuo a
fungao delta de Kronecker deve ser substituida pela funcao delta de Dirac e a soma sobre « deve ser
substituida pelo simbolo de integracao.

Qualquer ket |1)) correspondente ao estado fisico de um sistema pode ser expandido em termos
dos kets de uma base completa que cumpre com as condicoes (3.4) e (3.5), assim como qualquer vetor
do espaco R? pode ser expandido na base ortonormalizada cartesiana, na forma que segue:

) = cale) (3.6)

onde ¢, sao coeficientes complexos.

Antes de apresentar o segundo postulado, podemos definir operadores conhecidos como projetores:

Pg = 18)(8I , (3.7)
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tal que:

Psly)) = [B)(B1 Y cala) = Y calB)(Bla) =Y calB)das = ¢slB) ,

ou seja, Pg projeta o estado |3) dado o estado fisico |¢).
2° Postulado: Interpretacao Probabilistica da Mecéanica Quantica (devida a Max Born)
Dado um estado fisico na forma (3.6) a probabilidade de que o sistema seja encontrado em um
estado |a) serd dada por:
P =) = el . (3.8)

Da teoria das probabilidades, 0 < P < 1. Nesse caso a probabilidade de encontrar o sistema no estado
|1} dado que o sistema encontra-se no estado [1)) deve ser unitaria, ou seja:

[(ple)* =1 (3.9)

que corresponde & normalizacao do ket |9)).
Da definigao (3.9) veja que:

(W)= (Q_(BleB)(D_cala)) =) ) chealBla) = D cheadap =Y chca=1,
B « a g a B a

ou seja, uma vez que chcq = |cq|?

D el =1 (3.10)

3° Postulado: Observaveis Fisicos

A todo observavel fisico deve corresponder um operador hermitiano cujos auto-valores sao reais.
Um operador pode ser representado por uma matriz. Sao observaveis a posi¢ao X, o tempo t, a energia
FE, momento linear p e momento angular J, dentre outros. Na Mecéanica Classica a cada observavel
fisico corresponde um ndmero, um vetor ou uma funcao que podem assumir valores continuos. Na
Mecanica Quéantica cada grandeza fisica observavel é representada por um operador matricial, cujos
autovalores é que serao observados em uma medida.

Para um observavel A cumpre-se a relacao
A=Al (3.11)

A relagao acima implica que os autovalores de A sao reais. Ja que A é uma matriz, podemos determinar
todos os autovetores e autovalores de A. Na base de autovetores de A temos

Ala) = ala) , (3.12)

sendo a um autovalor e |a) um autovetor da matriz A. Podemos provar que os autovalores de A sao

reais. Suponha a equacgao:
Ald')y = d'|a’)

e facamos o produto interno com outro autovetor de A que denominaremos |a”):
(a"|Ald") = (a"|d'|a’) ,
e pelas propriedades da algebra matricial, A(BC) = (AB)C, de tal forma que:

(a"|(Ala") = ((a"|A)]a’) = d'(a"|d") |
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Temos entao
((a"|A) = (AT|a"))T

e utilizando o fato de que A = A entéo
AT|CL”> — A|a/l> — a//’al/>
ou ainda:
((CL//|A) — <a//’a// * ’

e substituindo na equagao acima:
< //‘A‘a> //*( //’a/>:a/<al/’a//> .

Reagrupando a equagao tem-se:
(a// * a/)(@//,@/) —0

Pelas propriedades de ortogonalidade dos autovetores, se |a’) # |a”) a equagdo acima é automatica-
mente satisfeita nao importando a diferenca (a” * — a’). Entretanto, quando |a’) = |a”) o produto

interno vale a unidade, e o termo entre parénteses deve se anular, ou seja:

(a//*—a/):(a'*—a'):0:>a/:a/*.

Se a’ = a’ * entdao o autovalor a’ é puramente real!

Qualquer operador pode ser expandido em uma base completa. Vejamos:
A=141="3 " Ja) (A 188 =D |a){alAIB)(B] .
@ B o,

Utilizando as propriedades de produtos matriciais, temos

mewﬁ\ZMaWﬁu

75

Note que <a|/1|ﬁ> ¢ um escalar, pois corresponde ao produto bra-matriz-ket, ou seja, vetor linha

multiplicando matriz multiplicando vetor coluna. Nesse caso:

A=Y "(alA|B)|a) (8] = me : (3.13)
a8

ou seja, o elemento A,z da matriz A na base especificada ¢ dado por:
Ayp = (o] A|B) .

4° Postulado: A equagao de Schroedinger

Embora possa ser deduzida de principios de simetria, vamos aqui eleva-la ao carater de postulado.
Dado o operador hamiltoniano H , cujos auto-valores correspondem as auto-energias de um sistema
fisico, a evolucao temporal de um estado fisico qualquer |¢)) serd dada pela equagao de Schroedinger,
mostrada abaixo:

H|yp) = mf\w (3.14)

onde h é a constante de Planck. Observe que se |1)) é um auto-estado de H , entao

H|y) = Ely) (3.15)
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onde E é a energia correspondente ao estado [¢)). Substituindo na equagao (3.14) temos:

N 0
Al) = BJg) = il |0) |
e resolvendo a equagao diferencial, tem-se:

[(t)) = e~ () (3.16)

e portanto, para um auto-estado de Ha evolucdo temporal apenas acrescenta uma fase a fungao [v)
inicial, preservando a propabilidade de encontrar o sistema no estado fisico |¢).

A equagao (3.15) é a equagdo de Schroedinger intependente do tempo e permite o calculo dos
auto-estados e auto-valores de energia do sistema fisico em consideracao.

5° Postulado: Colapso da Fungao de Ondas

Dado um estado fisico 1)) que ndo é um auto-estado de um certo observével A, a realizacio de
uma medida daquele observavel dara como resultado um dos auto-estados do operador correspondente
A com certa probabilidade de ocorréncia. Uma nova medida do observavel somente ird confirmar o
resultado da primeira medida, pois diz-se que o estado fisico |¢) colapsou para um dos possiveis auto-
estados do operador A. E interessante notar que dado um estado fisico |1)) e o operador A o valor
médio das medidas do observavel A sobre muitos ensembles preparados no mesmo estado inicial |1))
serd dada por:

(Ayy = (®|AJp) | (3.17)

entretanto uma medida especifica de A somente podera fornecer um dos auto-valores de fl, com certa
probabilidade. O processo de medida e colapso é esquematizado abaixo. Dado o estado |v), que pode
ser expandido na base que diagonaliza o operador A, na primeira medida, [¢) colapsa para um dos
estados |a) com probabilidade |c,|?.

[y) = an/|a/> — A1) — |a) com Prob. |¢,|?

Uma vez realizada a medida, nas préximas medidas do operador /1, o sistema ja estard em um auto-
estado de A. Nesse caso, esse auto-estado apenas serd confirmado com 100% de probabilidade. Esse
procedimento também denomina-se preparacao de um estado.

Operadores Compativeis

Sao compativeis dois operadores AeB quaisquer que admitem uma base comum de diagonalizagao.
Em outras palavras, possuem os mesmos auto-vetores. Nesse caso, dada a base que diagonaliza o
operador A, entao

Ala) = ala) e Bla) = byla)

onde b, corresponde ao autovalor do operador B correspondente ao autoestado |a). Nesse caso é facil
mostrar que:

AB—-BA=0
Vamos realizar algumas definigdes:
[A,B] = AB-BA, (3.18)
{A,B} = AB+BA, (3.19)

(3.20)
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(3.18) é denominado comutador de A e B enquanto (3.19) é denominado anti-comutador. Para dois

observaveis compativeis:

[A,B] =0
enquanto que observaveis incompativeis ndo comutam, ou seja:
[A,B] #0

Uma vez que todos os auto-estados de um sistema evoluem de acordo com a equagao de Schroedinger
dependente do tempo, serao conservadas todas as grandezas que comutam com o Hamiltoniano do
sistema, ou seja, para operadores conservados:

A, H]=0.

Transformacgdes de Base
Dadas duas bases de kets ortonormalizadas que denotaremos por {|a;)} = {|a1),|a2)...Jan)} e
{16:)} = {|51),|P2)..-|B~n)} podemos converter uma base na outra, utilizando a completeza:

18i) = 1(6;) = Z |aj){a;]Bi) = Z(<0<j|5i>)|aj> ,

ou seja,
B) = > Caysilay) (3.21)
J
Cajp; = (ajl6i) - (3.22)

E possivel portanto encontrar os coeficientes de expansao de uma base para a outra através do produto

interno.

3.2.1 O Principio de Incerteza

O principio de incerteza foi demonstrado primeiramente por Heisenberg e hd duas maneiras de inter-
pretar.

1 - Teoria das Transformadas de Fourier

E uma forma de compreender a famosa dualidade onda-particula através da teoria de transformadas
de Fourier, onde espago e momento linear, tempo e energia estao em espagos reciprocos. Sao espagos
duais:

tempo t <« Energia (ou frequencia) FE = fw ,

posicao x <« momento linear(ou vetor de onda) p = hk .

De um ponto de vista de transformacoes de base, podemos expressar uma funcao de ondas no dominio
(x,t) ou no dominio (p, E) para significar o mesmo estado fisico. Apenas estarfamos expandindo o
estado fisico em bases distintas, com uma regra especifica de transformacao. Vejamos que dado o
estado fisico [¢), podemos fazer:

¥(p) = (plY) , (3.23)
Y(x) = x[Y) . (3.24)
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Como a posigao é uma varidvel continua, assim como o momento linear, a completeza é expressa na

Sl = [ i) x

e podemos entao expressar (3.23) na base |x):

forma:

v(p) = (1) = (plLl) = [ dx(plx)(xly) (3.25)

O mesmo vale para:
(%) = (x[4) = (x[1[1) = / p(x|p) (pl) (3.26)

e para a identificacdo de x e p em espacos reciprocos, estas duas ultimas equacoes deve ser correspon-
dentes a pares de transformadas de Fourier, e para tanto:

”p“] (3.27)

1
X) = X * = ——- X
(pl) = (xIp)" = G exp |~
Para o leitor que conhece a teoria de transformadas de Fourier, é facil verificar que se a largura espacial
de ¥ (x) com relagao ao eixo z vale Az e se a largura no espago de momento de 1(p) com relagao ao
eixo p; corresponde a Ap, entdao deve valer a relacio:

Az Apy > g . (3.28)

- Isso é interpretado na Mecanica Quantica da seguinte maneira: dada uma medida de posigao
e momento em uma determinada direcdo, para uma incerteza na medida da posicido, Az, deve
corresponder uma incerteza na determinacdao do momento linear, Ap.., cujo produto é da ordem
da constante de Planck. Portanto posicao e momento linear sdo incompativeis, quanto maior a

precisao na determinagao de um, maior serd a imprecisao quanto ao valor do outro;

- Uma onda plana é completamente caracterizada por energia e momento linear (ou equivalente-
mente frequéncia e vetor de ondas). Dessa forma seriam conhecidos (F = fw,p = hk). Como
a onda plana se extende por todo o espago a incerteza quanto a posicao de uma particula cujo

momento e energia sao perfeitamente determinados vai para infinito;

- Uma particula localizada no espaco a um dado instante de tempo é caracterizada por uma fungao
delta de Dirac, 63(x — xo(t)) e corresponde portanto & uma incerteza total do seu momento e
energia, uma vez que para compor a funcao delta, o espectro de energia e momento nao é

localizado.

2 - Utilizando Operadores e a Algebra de Matrizes

Consideremos dois operadores quaisquer A e B, tal que o desvio da média é dado por:
AA=A—(A), (3.29)
AB=B-(B), (3.30)

—~

onde é facil ver que (AA) = 0, todavia ((AA)2) # 0, resultados bem conhecidos da estatistica. B
possivel ainda escrever a seguinte relagao:

~ A ~ A 1 ~ 4
AB = [A, B+ {4, B}, (3.31)

| =
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onde usamos o comutador e anti-comutador dos operadores. Das nogoes de estatistica, vale lembrar
ainda que |(A2)] > [(A)|? e além disso:

%[;1, B+ %{AA, IN: I (3.32)

AA-AB %[AA, AB] + %{A/l, AB) =

Utilizando a desigualdade de Schwarz dos valores médios, temos:

(A4)%)- (AB)%) > [(AA - AB)?
de onde é facil mostrar que [3.1]:
(AAP) - (AB)? > I(A, B (33

As seguintes relagoes sao denominadas relagoes de comutacgao canodnicas:

[wi,z;] = 0, (3.34)
[zi,pj] = ihdij , (3.36)
onde z; e p; = —ihd/0x; sdo operadores de posicdo e momento, respectivamente, d;; € a funcao delta

de Kronecker e entao, utilizando (3.33) é facil ver que:

| St

Az - Apx >

3.3 A Equacao de Schroedinger Nao-Relativistica

Consideremos a funcao hamiltoniana de uma particula livre nao-relativistica:

_p

T 2m

)

e adotemos a prescricao da mecanica quéntica, onde substituimos o momento linear p pela forma de

um operador diferencial na forma:

p = —ihV
e utilizando o
Hy = ih—
V=g
obtemos a equagao
R? o
— V%) =ih— 3.37
cuja solugao é da forma:
Y(x, 1) = e {Wikx) (3.38)

Observe que fiw = E é a energia da particula, o que nos permite escrever a equagao de Schroedinger

intependente do tempo:
2
P
Hy(x) = Bp(x) = —(x) .
V() = Bo(x) = 2 p(x)
Desta ttlima obtemos a relagao energia-momento para uma particula nao-relativistica livre, na forma:

E(k) = s 7 (3.39)

2m
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onde k = |k|. Esta relacdo é denominada relacao de dispersao, e é caracteristica de uma particula
nao-relativistica livre uma relagao de dispersao parabdlica. Observe ainda que a particula livre é bem
caracterizada pela sua energia E = hw e momento linear p = 7k, cuja solugao é a onda plana (3.38).
Dessa forma a incerteza de posicao é total, pelas relacées de incerteza.

Para uma particula de carga elétrica ¢ na presenca do campo eletromagnético representado pelos
potenciais (¢, A) podemos reescrever a equagao de Schroedinger na forma:

. 1 oy
HY = | —(p — qA)? = ih— 3.40
V=5 (P —gA) +ad| Y =ihg- (3.40)
sempre lembrando que p = —ihV é um operador diferencial e em geral na mecanica quantica A - p #

p- A, amenos que V-A =0.

Negligenciando os efeitos do potencial vetor A e do spin, que serd discutido nas préximas Segoes, a
equagao de Schroedinger independente do tempo para uma particula de carga ¢, massa m na presenca
do potencial elétrico ¢ é da forma:

h2
-5V ae| v =By (3.41)

A equacdo acima permite determinar as solugoes 1 e as energias correspondentes para os atomos de
numero atomico Z com um unico elétron ¢ = —|g|, dado o potencial da forma

¢ = Zlq|/(4meqr)

Para a solucdo de orbitais ligados deve-se considerar a condigdo ¥(r — oo) — 0. Na verdade a
equacao acima permite a solucao dos niveis de energia do atomo de hidrogénio e a obtencao dos
orbitais eletronicos para outros dtomos, contendo apenas um elétron. A inclusdo dos Z elétrons de
um atomo eletricamente neutro perturba os niveis de energia, mas as solugoes sao obtidas de forma

perturbativa, a partir dessas solugoes particulares, com um tnico elétron no atomo.

3.4 Simetrias e a Teoria do Momento Angular

Na mecénica quantica uma transformacao de simetria é aquela para a qual preserva-se a probabilidade
de certos eventos, bem como a invariancia de forma de um determinado operador. Em geral, esse
operador de interesse é o Hamiltoniano. Consideremos uma transformacao de simetria no estado
fisico:

[¥') = Sl) , (3.42)
observando que:
(W1 = 1= (ISt .
Se o estado |¢)) e o estado transformado [¢)’) correspondem ao mesmo estado fisico visto de dois pontos
de vista diferentes, entdo impoem-se que (1)) =1 e dessa forma

Stg =88 =1, (3.43)

e S é um operador unitdario. Nao vamos aqui discutir uma outra possibilidade que sao os operatores
anti-unitarios. Geralmente as simetrias sao representadas por transformacoes unitarias. Excegao feita
a simetria de reversao temporal, que é representada por operadores anti-unitéarios.

Observe ainda que, dada a equacao de Schroedinger independente do tempo:

Hpp) = EJ)
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~

podemos fazer uma transformagao S:
SH|Y) = ES|¥) ,
e utilizando as equagoes (3.42) e (3.43) temos:
SH|y) = SHSTS|y) = ES|y)

ou ainda:

(SHS|¢) = Ely') .
Se S é uma transformacdo de simetria do Hamiltoniano entao [¢') e |1) correspondem a estados fisicos
com a mesma energia. Estados fisicos de mesma energia sao ditos degenerados. Podemos escrever:

SHS' = H
ou equivalentemente:

[S,H]=0. (3.44)

Este ultimo resultado pode ser interpretado da seguinte maneira: as operacoes de simetria de H
comutam com H e portanto correspondem a operadores conservados. Além disso para cada simetria
deve corresponder uma degenerescéncia dos niveis de energia, ja que existe uma transformacao de
simetria S que conecta dois estados quaisquer |Y') e |1) com o mesmo auto-valor de energia F.

Nao é intencao aqui deduzir formalmente todas as expressoes inerentes a teoria do momento an-
gular. Vamos trazer & tona os conceitos fisicos mais importantes:

= O momento angular estd intimamente relacionado a rotagdo. A simetria de rotagoes da fungao
Hamiltoniana leva & conservacao do momento angular total do sistema.

Existe um teorema denominado Teorema de Noether que diz que “para cada simetria existe uma

grandeza fisica conservada”. Sao exemplos:
— translagao temporal < conservacao de energia E;
— translagao espacial < conservagao do momento linear p;
— simetria de rotacdo < conservacao do momento angular J.

Queremos aqui considerar a simetria de rotagdo. Uma rotagao é equivalente a uma transformagao
de coordenadas do sistema fisico. Existem dois pontos de vista equivalentes quando nos referimos a
transformacoes de coordenadas:

— transformar as coordenadas e manter intacto o objeto: para rotagoes da-se o nome de rotagoes

passivas;

— alterar a posicao do objeto e manter o sistema de coordenadas original: para rotacoes da-se o

nome de rotacgoes ativas.

Adotaremos o ponto de vista das rotacoes ativas aqui. Alguns aspectos das rotacoes sao funda-
mentais no entendimento do que segue:

i) Rotagoes sucessivas em torno de um mesmo eixo comutam, ou seja, podem ser realizadas em

qualquer ordem, preservando o resultado;
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ii) Rotagoes sucessivas em torno de eixos distintos nao comutam, ou seja, levam a resultados difer-
entes, de acordo com a ordem em que sao aplicadas;

iii) Como consequéncia da propriedade ii) acima, as rotagoes devem ser representadas por operagoes
matriciais.

Considere o exemplo a seguir, ilustrado nas Figuras 3.2 e 3.3.

z Z

Apds R=R;-R),

Figura 3.2: Resultado da rotacao combinada R = R,(90°) - R,(90°). Primeiro realiza-se a rotagdo em
relagdo ao eixo y, depois em relacao a z.

R

Apos R:Ry' R,

Figura 3.3: Resultado da rotacao combinada R = R, (90°) - R.(90°). Primeiro realiza-se a rotacao em
relagdo ao eixo z, depois em relacao a y.

O objeto a ser rotacionado é um bastao cilindrico orientado inicialmente ao longo do eixo z.
Conforme a Figura 3.2, primeiro realizamos uma rotagao de 90° em torno do eixo y, representada pela
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operagao R,(90°) e na sequéncia realizamos uma rotacao de 90° em torno do eixo z, representada por
R.(90°). Note que como resultado final, o bastao estard orientado ao longo do eixo y. A notacao para
a rotacao resultante é a seguinte: R = IR, - Ry, uma vez que as operagoes 2, e 1%, serao representadas
por matrizes, R, nesse caso multiplica o objeto, que aparece a direita, antes que R,. Portanto o
operador mais a direita é o que opera primeiro. Na Figura 3.3 invertemos a ordem da operagao, ou
seja, fazemos R = R, (90°) - R.(90°), e observamos que o objeto tem sua posicao final orientada ao
longo do eixo z. Portanto a ordem das rotagoes altera a posicao final do objeto. Rotacoes em eixos

distintos nao comutam, conforme ja foi dito anteriormente. Temos portanto
R, -R,#R.-Ry .

Vamos considerar agora as operagoes de rotacao sobre objetos vetoriais, ou simplesmente, sobre
vetores. Sabemos que a rotacao de um vetor em torno de um eixo orientado na direcdo n por um

certo angulo 6 é dada simplesmente por:
V' = R(1,0) -V, (3.45)

onde R(f1,0) é uma matriz de rotagdo. As rotagoes por um eixo i qualquer podem ser obtidas através
de rotagoes combinadas em torno dos eixos x, y e z. Rotagbes formam um grupo, ou seja, cumprem
com todas as propriedades da teoria de grupos, formando o grupo das rotagoes, que cumpre com as
seguintes propriedades necessarias para formar um grupo[3.4]:

i) Associatividade:
Ry (Ry-R3)=(R1-Ro) Rg=Ri Ry Rs.

ii) O produto de duas rotagoes é também uma rotagao:

Ry - Ry =Rs3

iii) Existe um elemento denominado identidade, que corresponde a rotacdo em um eixo qualquer
por um angulo de 0° tal que:

R(0)- Ry = Ry - R(0) = R,
e R(0) = E é a identidade do grupo;

iv Para cada elemento existe um inverso, ou seja, a cada rotacao corresponde uma rotagao inversa,
tal que:
R-R'=R'"R=E=1.

Para um certo angulo 6 qualquer as matrizes de rotagao em torno dos eixos z,y e z sao dadas
abaixo:

(1 0 0
R,(0) = 0 cosf —sinf | , (3.46)
| 0 sinf cosf

cos 0 sinf |
Ry(9) = 0 1 0 , (3.47)
| —sinf 0 cosf |
[ cosf® —sinf 0 ]
R.(0) = sinf cosf 0 | . (3.48)
0 0 1]
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Observe que para o grupo das rotacoes proprias det(R) = 1. Além disso R~!(, 0) = R(d, —0), de tal
forma que RR™' = R'R=1.
Conforme mostramos através de exemplo, rotagoes por eixos distintos nao comutam. Observando

que para ¢ — 0 a matriz R,(¢) toma a forma:

00 O
Ry(e)=14¢| 0 0 -1 | ,
01 0

e relacoes similares sao facilmente obtidas para R, e R., é possivel mostrar que, para uma rotacao
infinitesimal ¢, levando em conta até a ordem de €2, tem-se como resultado uma expressio tipica de
momento angular:

Ry(e)Ry(e) — Ry(e)Ru(e) = Ro(e?) — 1 . (3.49)

Lembrando que a translacao temporal estd associada ao operador H , € este é denominado gerador de

translagao temporal, pois dada a equacao de Schroedinger dependente do tempo:

1oy — 2%
HW))—Zh 8t )

para um deslocamento temporal infinitesimal §¢ podemos escrever:

00+ 60) = [(0)) ~ ot

ou ainda .
iH
Wt +dt))y=11— ?& [(t)) . (3.50)
podemos definir as matrizes de rotacao em termos dos geradores infinitesimais de rotacoes:
Ro(e) = 1- %eJx ¥ (3.51)
Ry(e) = 1- %&]y + ... (3.52)
R(e) = 1-— %EJZ ¥ (3.53)

onde J;, Jy e J, sao denominados geradores de rotacoes. Os operadores J;, Jy, e J, podem ser escritos

na forma abaixo:

00 0

J, = |0 0 -1 |, (3.54)
01 0 |
[0 0 17

Jy = ih| 0 0 0|, (3.55)
| -1 0 0 |
0 —1 0]

J, = ih|1 0 0 (3.56)
0 0 0|

Tanto das definigoes acima, quanto da expressao (3.49) é possivel mostar que os geradores de rotagao,
ou ainda, operadores de momento angular satisfazem a uma algebra bem especifica, denominada

algebra de Lie dos operadores J;, da forma:

[Ji, Jj] = ihz’fiijk y (3.57)
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onde ;5 € o tensor de permutacoes de Levi-Civitta, ¢;;; = 41 para ijk = xyz e permutacoes ciclicas
e vale —1 para trocas anti-ciclicas. E ficil ver que

[z, Jy| = ihJ,

A expressao (3.57) é denominada algebra do momento angular e os geradores nao comutam entre si.
Uma &lgebra nao-comutativa é denominada de dlgebra nao-abeliana, enquanto que uma algebra cujos
operadores comutam é denominada algebra abeliana e o grupo é denominado grupo abeliano. O grupo
das rotacoes é portanto um grupo nao-abeliano.

Para uma rotacao geral por um angulo infinitesimal 8 em torno de um eixo n podemos escrever:
i
Ry(0) =1 — ﬁJ -0l | (3.58)
onde denominaremos J = (Jg, Jy, J.) o vetor momento angular. Podemos extender esta para rotagoes
arbitrarias, fazendo para tanto sucessivas rotagoes infinitesimais 60 = #/N na forma:

i o\
Ra(6) = Jim (1‘;—3 'ﬁN> !

cujo resultado é dado por:

Ra(6) = exp [ZJ : ﬁe} = exp [ZJ : 9} , (3.59)
h h
onde 8 = 0.

Agora que definimos os geradores de rotacdes no espaco tridimensional R? que atuam sobre os
vetores do R3, precisamos observar o que ocorre com os estados fisicos |¢)) quando sujeitamos o
sistema a rotagOes arbitrarias, uma vez que na Mecanica Quéantica é a funcao [i)) que descreve o
sistema fisico de interesse.

Podemos colocar a questao da seguinte maneira: Se consideramos uma rotacdo R que opera sobre
os vetores do espaco R3, o que devemos esperar que aconteca com a funcio [¢) sujeita & operagio
equivalente a essa rotacao? Conforme vimos anteriormente, se a rotacao é uma operacao de simetria,
entao devemos esperar que a agao da rotacao R sobre [1)) se dé através de uma operagao unitaria que
preserve a norma do estado e também as probabilidades dos eventos fisicos.

Chamemos aqui U um operador unitario que satisfaz as relagoes de unitaridade (3.43), ou seja,

U0t =UU=1-U=U"". (3.60)

Todo o operador unitario preserva a norma dos estados |1)) e pode ser escrito através de uma matriz

hermitiana H (nao confundir esta com a hamiltoniana do sistema), na forma:

U=¢e', onde H=H*.

E interessante notar que as rotacdes no espaco euclidiano R? sdo representadas por matrizes denom-
inadas ortogonais e pertencentes ao grupo denominado SO(3) (Special Orthogonal of dimension 3),
que sdo as matrizes cujo determinante é unitdrio e onde R~' = RT, onde RT é a matriz transposta
de R. Observe que este caso é um caso particular das matrizes unitarias, pois as matrizes R sao reais.
Ainda assim, quando escritas na forma

i

R=e 79

elas estao na forma de uma matriz unitaria.



48

E de se esperar, portanto que para uma rotacdo R no espaco R3, tal que os vetores do R?
transformem de acordo com

V' =RV,

as fungoes 1) irao transformar de modo correspondente a:

") = UR)) (3.61)

onde U(R) é uma matriz unitéria com a dimensdao N que é a dimensao do espago de Hilbert corre-
spondente ao sistema fisico de interesse. Devemos encontrar uma representacao de dimensao N do
grupo das rotacdes que satisfaca a dlgebra do momento angular. Sobre os vetores do R? sabemos
que U(R) = R, mas o que acontece com as fungoes |¢)? Existem infinitas representagdes possiveis
correspondentes a R, que varia de acordo com a dimensao N escolhida.

Existem funcoes especiais no espago de Hilbert que podem ter mais de uma componentee, tais
que certas combinacoes bilineares dessas fungoes satisfacam todas as relagoes da algebra do momento
angular dos vetores do R3. As representacdes nio triviais sio denominadas Representacoes Spinoriais.

Pela teoria de grupos, se U(R) deve representar R entdo o grupo das rotagdes R e o grupo U(R)
devem ser isomoérficos, com geradores que satisfacam a mesma dlgebra para os geradores infinitesimais,
ou seja:

R-1=R « UR)-1=U(R), (3.62)
Ri-Ry=Rs < U(R)U(Ry) =U(R3), (3.63)
R-R'=R'"R=1 « URURYH=URU R =UYRUMR) =1. (3.64)

As relagoes acima se satisfazem, desde que para uma rotagao infinitesimal 6 o operador U(R) tenha a

mesma forma que R:

U(R) = 1—%J-0+..., (3.65)
com a &lgebra (3.57), que reproduzimos a seguir:
[Ji, Jj] = ihsz-ijk y

porém com J em U(R) sendo representado por matrizes de dimensdo N, enquanto que em R os
geradores tem dimensao 3.

Sem levar em conta o momento angular orbital, tem-se particulas com vérias representacoes
possiveis. Abaixo enumeraremos os casos mais importantes:

— Particulas de spin 0 sd@o também denominadas particulas escalares, e nesse caso

J="o, (3.66)

onde o = (04,0y,0,) sdo as matrizes de Pauli, dadas abaixo

- ((1) é) (3.67)
oy = (? _OZ> (3.68)
o = ((1) _01>, (3.69)
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de tal modo que se satisfaga a seguinte algebra:

l0i,05] = 2ieijpon , (3.70)
(c-a)(c-b) = a-b+ioc-(axb), (3.71)

sendo a e b dois vetores quaisquer, e ainda:
U(R) = exp [—;J . 0] = exp [—;a . 0} (3.72)

Enquadra-se nesse exemplo de spinores de Pauli o elétron nao-relativistico.

— Particulas de spin 1 sao ditas particulas vetoriais, sendo um exemplo os fétons do campo eletro-

magnético. No caso geral as matrizes de rotacao sao dadas por:
UR)=R.

Para considerar o momento angular total, devemos somar o momento angular de spin mais o

momento anguular orbital, que denotaremos aqui por S e L, tal que:
J=L+S. (3.73)

A parcela do spin é aquela que pode apresentar as representacoes ndo triviais da dlgebra do momento
angular. Na Mecanica Quantica devemos representar o momento angular orbital por um operador, na
forma:

L=rxp=—ihrxV, (3.74)

cuja componente z, por exemplo é dada simplesmente por:

: 0 0
L, =—ih (way — y&z) )

e é importante notar que tanto o momento angular de spin quanto o momento angular orbital sao
quantizados. Entretanto, para o momento angular orbital temos como autofuncdes de L? e L, simul-
taneamente as funcoes denominadas harmonicas esféricas, ¥, (6, ¢), satisfazendo as relagoes:

L2Y™(6,¢) = R21(1 + 1)V (6, ) , (3.75)
LY (0, 0) = hmY™ (0, ¢) . (3.76)

onde | = 0,1,2,3... é um numero inteiro e m = (=I,—l + 1...0,...L — 1,1), ouseja =l < m <. O
numero quantico [ é denominado niimero quantico orbital e m é a projecao do mesmo sobre o eixo z,
sendo também denominado de niimero quantico magnético.

Para o momento angular de spin, temos

S? = h2s(s+ 1), (3.77)

enquanto s, = S,/h = (—=5,-S+1..5—1,5), ou seja, —s < s, + s, sendo que s pode assumir valores
inteiros e semi-inteiros, s = 0,1/2,1,3/2..., diferentemente de | que somente assume valores inteiros.
De modo geral, uma vez que J = L + S temos J? = h?j(j + 1), onde j = 0,1/2,1,3/2....
O momento angular total inteiro admite representagoes triviais através das func¢bes harmonicas
esféricas, enquanto que para valores semi-inteiros nao hé representacoes triviais, devendo-se recorrer

a representacoes spinoriais.
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Néo vamos aqui entrar em detalhes maiores, que podem ser encontrados em [3.1], onde entram
os coeficientes de Clebsch-Gordan. A adigdo de momento angular de dois sistemas com momentos
individuais J; e Jo, tal que J = J; + Jo, impoem os seguintes limites:

l71 — g2l <J < (J1+J2) - (3.78)

Apenas para exemplificar, dois elétrons com momento angular nulo e momento angular de spin
s = 1/2 para cada um, quando interagem produzem um sistema composto com momento angular total
0 <j <1, ouseja, 3 = 0 corresponde a um estado denominado singleto onde os spins se adicionam
destrutivamente, enquanto que j = 1 corresponde a um estado denominado tripleto, pois permite trés
projecoes distintas s, = —1,0,+1 onde os spins 1/2 se superpoem construtivamente. Voltaremos a
este ponto no futuro.

3.5 O Teorema Spin-Estatistica

Antes de prosseguirmos, vamos comentar sobre um importante teorema da Mecanica Quantica de-
nominado Teorema Spin-Estatistica. Nao é intencao fazer a dedugao do teorema, mas sim analisar os
resultados do mesmo, que permite classificar as particulas em duas classes distintas: bdsons e férmions.

Um conceito importante em Mecanica Quantica é o de particulas idénticas ou indistinguiveis. Para
compreender esse conceito vamos partir da Mecanica Clédssica. Em uma colisao classica duas particulas
de mesmas caracteristicas sao distinguiveis e podem ser denominadas particulas 1 e 2. Por exemplo,
uma colisao entre duas bolas de bilhar, sendo uma vermelha e outra azul, podemos acompanhar as
trajetorias do inicio ao fim do processo. Se pudéssemos colorir o elétron, poderiamos pintar um de
vermelho e outro de azul, e assim seguir toda a trajetéria descrita pelos mesmos em uma colisao.
Nesse caso dados os estados iniciais dos elétrons 1 e 2 e os estados finais 1’ e 2’ é possivel saber qual
dos elétrons iniciais foi para dado estado final, ou seja, poderfamos dizer com certeza que 1 — 1’ e

2 — 2/, conforme ¢ ilustrado na Figura 3.4.

]f

2f

Figura 3.4: Colisao entre duas particulas distinguiveis.

Por outro lado, na Mecanica Quéantica nao é possivel distinguir um elétron de outro por exemplo,
eles sao indistinguiveis. Podemos considerar que dois elétrons estejam muito distantes de tal modo
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que ¢é possivel chama-los pelos rétulos iniciais 1 e 2. Porém a medida que se propagam um em
direcao ao outro, haverd um momento de proximidade na colisao a partir do qual nao é mais possivel
acompanhar as trajetdrias. Nesse caso o elétron 1 pode ter originado o estado 1’ e o elétron 2 o estado
2/, mas também é possivel que 1 deu origem a 2’ e 2 a 1’. Essa impossibilidade de distinguir qual das
particulas iniciais deu origem a qual dos estados finais é que se denomina identidade das particulas
indistinguiveis. Como existem dois processos possiveis na Mecanica Quantica, dados os estados iniciais
e finais, devemos somar coerentemente as probabilidades de que acontecam. A Figura 3.5 ilustra esse

Caso.

Figura 3.5: Colisao entre duas particulas distinguiveis.

Particulas como os elétrons serao denominados férmions e os dois processos ilustrados na Figura
3.5 se subtraem de modo coerente. Se fossem fétons, os mesmo seriam denominados bdsons e os dois
processos somam-se coerentemente.

De modo a representar matematicamente este fato, consideremos um sistema de duas particulas
idénticas: o teorema spin-estatistica estabelece que a funcao de ondas resultante dessas duas particulas
deve ter paridade definida perante permutacao das duas particulas, sendo simétrica(paridade positiva)
ou anti-simétrica(paridade negativa). Serd simétrica para particulas de spin inteiro e anti-simétrica
para particulas de spin semi-inteiro. As particulas de spin inteiro serdo denominadas bésons enquanto
as de spin semi-inteiro serao denominadas férmions.

Os férmions satisfazem o principio de exclusao de Pauli, conforme veremos. Para duas particulas

idénticas cuja funcao de ondas resultante possa ser calculada através de produtos da produto da forma

Y(x1,x2) = 1(x1)1a(x2) ,

de IHOdO a Satisfazer o teorema devemos escrever:
1
V2

de tal forma que nao é possivel estabelecer que a particula 1 ocupa o orbital ¥ ou é a particula 2 e

Y(x1,%2) = —=[1(x1)Pa(x2) + Pa(x1)1(x2)] , (3.79)

vice-versa. O sinal + corresponde a bésons e o sinal — na equacao acima corresponde aos férmions.

Observe que:



52

— Para particulas de spin inteiro, denominadas agora bésons, a permuta de x; e X2, correspondendo
a permuta das duas particulas idénticas nao altera o sinal da funcao de ondas total. Os bésons
podem ocupar o mesmo estado quantico, haja vista que se dois bdsons ocupam um estado
fisico 11 a fungao de ondas adiciona-se construtivamente. Bdsons podem condensar em um
Unico estado fisico, agindo de modo coerente. Tal efeito é conhecido como Condensagao de
Bose-Einstein. Bdsons satisfazerm uma estatistica denominada estatistica de Bose-Einstein, que
fornece o nimero de ocupagao de um estado fisico de energia F, na forma

1
fBE(E) = BE 1 (3.80)

onde = 1/(kpT), como anteriormente;

— Particulas com spin semi-inteiro devem satisfazer o principio de exclusao de Pauli. Nesse caso o
sinal negativo deve ser adotado. Note que se 11 = 1o a funcao de ondas resultante é nula, ou
seja, nao existe probabilidade de que o mesmo estado fisico seja ocupado por duas particulas.
Esse resultado denomina-se Principio de Exclusao de Pauli. No caso geral de maior niimero de
particulas, é possivel obter a anti-simetrizacao completa das funcoes de ondas, através de um
determinante, onde cada elemento da matriz corresponde a um estado fisico. Tais determinantes
sdo denominados determinantes de Slater. As particulas de spin semi-inteiro satisfazem as
estatisticas de Fermi-Dirac, dada abaixo:

1

fep(B) = w11

(3.81)

onde Er é denominado nivel de Fermi. Nota-se facilmente que se § — oo, para E < Ef a fungao
tende para a unidade enquanto que para E > Ep a probabilidade de ocupacao cai para zero.
Observe ainda que a permuta entre x; e X9 faz com que a funcdo de ondas troque de sinal, ou
seja, para férmions fazer a mudanca x; — X9 e X9 — X1 faz com que ¢ — —1).

Em geral os bdsons estao associados aos campos que carregam as interacoes, como o camo eletro-
magnético, no qual a particula fundamental é o féton. J4 os férmions sao os constituintes da matéria,
como prétons, néutrons, elétrons, etc.

A demonstracido formal do teorema spin-estatistica s é possivel rigorosamente dentro da teoria
quantica de campos relativistica.

3.6 Representacao de Nuimero: Operadores de Criacao e Aniquilagcao

Para satisfazer os requerimentos do teorema spin-estatistica desenvolveram-se algumas ferramentas
matematicas interessantes que denomina-se de maneira geral Representagao de Nimero, onde os es-
tados fisicos sao descritos pelo nimero de particulas em cada estado fisico de tnica particula acessivel
ao sistema. Tal formalismo deve-se a Jordan, Wigner e Schwinger, dentre outros. Por simplicidade

vamos considerar um unico estado fisico ocupado por n particulas, tal que:

¥) =1In) -

Agora vamos diferenciar bésons e férmions através de uma &dlgebra de operadores. Os operadores de
criacdo irao adicionar particulas ao estado |n) enquanto que os operadores de aniquilagao irdo subtrair

uma particula desse estado.
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3.6.1 Operadores Bosonicos

Supondo que a seja o operador de aniquilacido e al o operador de criacio, tem-se a seguinte algebra

de bdsons:

[a,aq =1, (3.82)

[a,a] = 0, (3.83)

[aT,aq = 0, (3.84)

n = da, (3.85)

alln) = Vn+1n+1), (3.86)

aln) = Vnn—1), (3.87)

nln) = nln), (3.88)

sendo n um numero inteiro. Podemos definir o vicuo |0) como o estado no qual ndo ha particulas, tal
que
al0)y =0, (3.89)

pois nao é possivel aniquilar uma particula do estado que j4 nao possui nenhuma.
Entretanto nao ha restricao ao nimero de particulas n do sistema, e a energia associada ao sistema
é igual & n vezes a energia de uma tunica particula. Em termos do operador Hamiltoniano podemos

escrever:

H = hwi = hwa'a . (3.90)

Claro que podemos estender essa teoria para um sistema com bdsons de diferentes energias por
particulas, e graus de liberdade, como polarizacao, etc, tal que:

[Gu GH = dij (3.91)

onde d;; é a delta de Kronecker, que deve ser substituida pela delta de Dirac no caso dos parametros
i,7 admitirem espectro continuo. Da mesma forma, podemos generalizar (3.104) para o seguinte:

f{ = Z hwmi = Zhwazai . (3.92)

3.6.2 Operadores Fermionicos

Supondo que ¢ seja o operador de aniquilacéo e ¢/ o operador de criacdo de um férmion, de modo a
satisfazer o principio de exclusao de Pauli, que admite somente uma particula por estado quantico,
ou seja, para um unico estado fisico, somente podemos admitir |0) ou |1) que corresponde ao estado
vazio ou ocupado por uma Unica particula, tem-se a seguinte dlgebra de férmions:

{c,cT} ~ 1, (3.93)
{e,¢} = 0, (3.94)
{CT,CT} ~ 0, (3.95)
n o= ce, (3.96)
oy = |1y, (3.97)
1y = 10), (3.98)
nln) = nln), (3.99)
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sendo n = 0,1 um ntimero inteiro e {c,c'} = cct + c¢fe = 1 0 anti-comutador. Podemos definir o vicuo

|0) como o estado no qual nao hé particulas, tal que
cl0) =0, (3.100)

pois nao é possivel aniquilar uma particula do estado que j4 nao possui nenhuma.
Entretanto, como nao é possivel colocar mais do que uma particula no estado fisico dado, temos a
restricao de que n = 0,1 e portanto
1) =o. (3.101)

Quanto a energia, temos o operador Hamiltoniano da forma:

H=ch=ceclc. (3.102)
onde € é a energia associada ao estado fisico em questao. Claro que podemos estender essa teoria para
um sistema com diferentes estados fisicos e graus de liberdade:

{ci, cj} =5 (3.103)

onde d;; é a delta de Kronecker, que deve ser substituida pela delta de Dirac no caso dos parametros

i, 7 admitirem espectro continuo. Da mesma forma, podemos generalizar (4.41) para o seguinte:

I:I = Zgzﬁz = Zé‘ic;rci . (3.104)
% 7

3.7 O Formalismo da Matriz Densidade

Utilizando a defini¢ao de projetor:
P = la)(al ,

podemos definir uma matriz denominada matriz densidade p que corresponde, na base {|a)} & matriz
de probabilidades de obtencao de cada estado |«), dada uma cole¢ao de ensembles idénticos os quais
se fazem medidas de estados fisicos. Para uma discussao um pouco mais detalhada sugerimos a Ref.

[3.1], por exemplo. Temos:

p=2_ wilai)eil (3.105)

onde w; é a probabilidade de obter o estado |o;) em uma dada medida, e obviamente, pela teoria das

probabilidades:
Tr(p) = wi=1. (3.106)

No formalismo da matriz densidade, o valor médio de um operador quantico qualquer A ¢ dado

por:

(A) = Tr(pA) . (3.107)

Utilizando a equacao de Schroedinger, é facil verificar que a matriz p quéantica satisfaz a equacao de
Liouville quantica, na forma:
9p

0P _
ot

[H, 7, (3.108)

e sabemos que na condicao de equilibrio,
op

=0
ot ’
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0 que nos leva a
[H,p] =0

e consequentemente p = ,o(I:I ), cuja solugao geral no chamado ensemble candnico é dada simplesmente

por: )
e PH
p=—+-—. (3.109)
Tr(e=PH)
Por analogia com a Mecanica Estatistica Cldssica, p estd associada a fungao distribuicao de probabil-
idades, e a funcao de particao quantica no ensemble canénico vale:

Z = Tr(e PH) . (3.110)
Deixamos como exercicio ao leitor fazer as seguintes demonstracoes:

1) Demonstre que o valor médio de n para bésons utilizando a matriz densidade no formalismo

canénico resulta em 1

fee(E) = 55—
assumindo que H = En.

2) Demonstre que o valor médio de 7 para férmions utilizando a matriz densidade no formalismo

canonico resulta em

1

E)— ——
fro(E) ePE+ 17

assumindo que H = En.

3.8 A Equacao de Pauli-Schroedinger

A equagao de Pauli-Schroedinger é uma equagao nao-relativistica capaz de descrever o elétron em
baixas energias, através do que denominamos spinores, de Pauli, conforme veremos. Embora a extensao
da equacao de Schroedinger para descrever uma particula de spin 1/2, como ¢ o caso do elétron, tenha
sido feita de maneira fenomenoldgica por Wolfgang Pauli, introduzindo diretamente na equagao de
Schroedinger nao-relativistica um termo de interagao entre o spin e o campo magnético e extendendo a
funcao de ondas escalar v para uma funcao com duas componentes, o método usualmente apresentado
na literatura para descrever a equacao de Pauli-Schroedinger a partir de primeiros principios é adotar
a equagao relativistica de Dirac para o elétron e a partir dai tomar o limite de baixas energias de tal
equagao. Como tal procedimento pode ser encontrado facilmente na literatura corrente [3.5] vamos
adotar aqui uma postura ligeiramente diferente, que baseia-se na representagao do grupo das rotagoes
e a simetria da equagao de Pauli-Schroedinger perante rotagoes dependentes da posigao[3.6].

Primeiro, vamos procurar compreender o significado de uma simetria conhecida como simetria
de gauge, ou de calibre. Para tanto, consideremos novamente a equagao de Schroedinger para uma
particula nao-relativistica, tal que ,

—h—V% — a2l
2m ot

Uma vez que somente bilineares da forma 1T+ = [1/|? sdo relevantes podemos fazer uma transformacio
de fase da forma

Y =ety,
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onde A é uma fase constante, independente da posicao e do tempo, de tal forma a manter os bilineares

invariantes. E trivial mostrar que:

h?

f—v%/) _

ot
No entanto, se queremos fazer com que a fase seja dependente da posicao e do tempo, ou seja, para
A = A(x,t) o mesmo nao acontece e a equagao de Schroedinger nao é mais invariante de forma.

Considere entao:
=My e p=e Ny . (3.111)

E f4cil notar que:

ot ot | ot ot

bem como V2 # "AV24), conforme se requer para que a equacao tenha a mesma forma. Veja que:

o' oih (zﬁA n 61/1> ” ir 0V

V2 = M (V2 + 2iVep - VA +i(VZA)Y — (VA)?Y) = e (V +iVA) - (V +iVA)p

Se queremos forcar a invariancia de forma na equacao por qualquer transformacao de fase de-
pendente da posicao e do tempo devemos de alguma maneira modificar a equagao original. Seremos
obrigados a incluir campos adicionais que nesse caso de transformacoes de fase, serao identificados
com o campo eletromagnético.

Vamos considerar uma transformagao S qualquer que seja dependente da posicao e do tempo, tal
que:

=8y e =Sy, (3.112)
lembrando que SST = S1S =1 e S = S(x,t). Observemos que na equacio nio-relativistica para a
particula livre temos:
h?
2

——V2STSy = %
m

— V%) = eT

- 2m

Multiplicando toda a equagao por S nos fornece a seguinte equagao:

R cagt oy oO(STY)
— 5 SVSY = ins =T

Podemos escrever os operadores diferenciais transformados na forma:

V2(STy') = ih——

0
=1 —T/
thatS@ZJ .

Sv2st = gvst. svst |
)

Z gt
SatS.

Obviamente que para S dependente da posi¢ao e do tempo, temos:

SVST =V 4+ S(VSH) #V ,

0 0 oSt
S-St = S{—=-) -
2> ot " < ot )
Nesse caso é facil ver que a equacao nao toma a forma desejada, que seria:
h? o'
- 2m ot

De outro aspecto podemos dizer que a Hamiltoniana da particula livre nao é invariante por trans-

— V%) =ih—

formagoes de fase dependentes de (x,t) ou seja, uma vez que para uma particula livre temos

p2 h2

v2
om 2m

H="—
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entao
SHST 4+ H |
se § = eiAxt),
Vamos agora impor essa simetria de transformacao de fase, porém devemos substituir V na hamil-
toniana da particula livre por um operador diferencial que seja invariante de transformagcao de fase.

Esse novo operador é denominado derivada covariante. Considere a substituicao:

VHD:V—%A, (3.113)
bem como 5 9 )
9. 4
5 — Dy = 8t+ hgf). (3.114)
Se pudermos escrever:
h2
——D Dy =ihDwp (3.115)
2m

para a transformacao (3.112) devemos impor que:
SDST =D’ ,

SD;ST =Dl |

tal que a equagao (3.115) tenha a mesma forma tanto para a fungao ¢ quanto para a fungao transfor-
mada v’ = S:
h?
——D' - DY = ihD)’
2m

Vamos trabalhar na derivada covariante agora. E facil mostrar a relagdao abaixo:

SDST:eiA<V—Z£’A>el’A:ngA—NA:vJ;A’,

onde observa-se que a derivada covariante tem a mesma forma, exceto pela transformacao do vetor
A. Essa transformacao implica que:

A=A+ EVA . (3.116)
q
O mesmo se pode fazer para a parcela temporal e obtemos:
h OA
= — —— . 3.117
I =v-TG (3.117)

Observa-se que as relagoes acima sao simplesmente as transformacoes de calibre do eletromagnetismo.
Podemos interpretar entao que as transformacoes de calibre do potencial eletromagnético correspon-
dem a transformacoes de fase da funcao de ondas. Por outro lado podemos dizer que para que a
funcao de ondas da Mecanica Quantica pode ser submetida a uma transformacgao de fase dependente
da posicao e do tempo é necessario incluir potenciais adicionais, identificados como os potenciais
eletromagnéticos. Diz-se que a teoria é invariante de gauge, e a simetria correspondente é denominada

A ¢ estas operacoes formam

A

simetria de gauge. Como aqui estamos lidando apenas com fases do tipo e’
um grupo, podemos falar na linguagem da teoria de grupos. O grupo das exponenciais da forma e
é denominado grupo U(1). Diz-se que o eletromagnetismo é consequéncia de uma simetria de gauge
U(1) imposta a teoria.

Queremos agora encontrar as interagoes de spin de um elétron nao-relativistico, sem entretanto,

apelar para o formalismo da Equagao de Dirac. Considerando-se que o elétron é uma particula de
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spin 1/2 a fungao de ondas 1 tem duas componentes. Na auséncia de campo magnético aplicado,
ocorre degenerescéncia de energia, pois nenhuma dire¢ao para o spin é preferencial e podemos utilizar
os auto-valores da matriz de Pauli, o,. S&o os spinores de Pauli:

1
X1=\ o

) - o = 1y (3.118)
0
Xl = < 1 ) — O'in = _1Xl s (3.119)

Y= P(x,)xy Y (xt)x, = < ZIgg > . (3.120)

Denominamos essa funcao de ondas ¢ um spinor de Pauli, que possui portanto duas componentes

complexas. A equacgdo de Schroedinger nao relativistica para um elétron livre tem a mesma forma que

anteriormente:
hQ

“2m

2, _ 00
VoY = zha ,
mas devemos lembrar que agora ¢ tem a forma (5.38). Podemos sujeitar a equagao acima & invariancia
de fase, ou seja, a simetria de gauge U(1), como anteriormente, ou seja, ¢/ = e**1), onde A é uma
funcao escalar. Entretanto agora também podemos sujeitar o spinor de Pauli a uma rotagao arbitraria,

produzindo, de acordo com a teoria do momento angular, uma modificacao da funcao de ondas na

forma: _
W=y,
ou seja, _
S=e"% . (3.121)

Se a rotacao é global, ou seja, se o vetor A é constante e uniforme, entdao é trivial demonstrar a
invariancia da equacao. Todavia vamos considerar que A seja um vetor dependente da posicao e do
tempo e vamos impor a invariancia de calibre, ou seja, vamos requerer, trocando as derivadas usuais
por fatores covariantes, que a equacao mantenha a mesma forma por rotagoes arbitrarias dependentes
do espago e do tempo. Essa simetria para o spin 1/2 corresponde ao grupo SU(2). Estaremos
impondo portanto a simetria de calibre do tipo U(1) x SU(2) para os spinores de Pauli. Nesse caso

as substituicoes de derivadas convencionais por derivadas covariantes nos dé:

VHD:V—%A—HQ;—;UXE, (3.122)
0 0 g .guB

9 p=24 4, B, g 12
A A TR S A (3.123)

sendo ¢ uma constante, up = 9.27 x 1072* A.m? é o magneton de Bohr, B é o campo magnético
e E é o campo elétrico. As demonstracées acima nao sao triviais e dependem de certo modo do
conhecimento de resultados experimentais ou da aproximagao nao-relativistica da teoria de Dirac. O
assunto ¢ discutido em maiores detalhes nas referéncias [3.5] e [3.6].

Todavia, podemos escrever explicitamente a equagdo nao-relativistica de Pauli-Schroedinger, que
conforme discutimos, ¢ invariante por uma simetria de gauge do tipo U(1) x SU(2):

(p—gA)? igh? 1B L oY
+qp — -B———0-(VXE)——0c-E =ih— , 3.124
5 qo — upo 2n2® (VxE) 5,0 Xply=1 5t ( )
lembrando que p = —iAV. O termo upo - B é a interagao de Zeeman para o acoplamento entre o spin

eletronico e o campo magnético externamente aplicado. Outro termo relevante é o que segue:
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pois corresponde ao acoplamento spin-6rbita: Veja que para um campo elétrico invariante no tempo
devido a um potencial central:

do.  1dg

E=—- = - r — )
Vo dra rdrr

e temos entao L d
MBU-Exp:MBa-< (l))rxp:F(r)a-L,

2m 2m rdr
onde dé
UB
F(r)=— —_.
(r) 2mr dr

Cabe ressaltar que a teoria das simetrias de gauge teve inicio com Weyl em 1928, demonstrando
que a invariancia por transformagoes de fase locais U(1) na Eq. Schroedinger nao-relativistica estd
conectada ao eletromagnetismo, resultando no campo de gauge abeliano A" = (¢, A). Como a teoria
de Pauli-Schroedinger ¢é invariante tanto por U(1l) quanto por rotagoes locais geradas pelo grupo
SU(2), e as rotagdes sdo nao-comutativas, essa simetria correspondente é dita simetria nao-abeliana.
A primeira teoria de campos nao-abeliana deve-se a Yang e Mills em 1954, como tentativa de explicar
isospin como simetria de gauge local [3.7].

A obtengao da equagao de Pauli-Schroedinger e a discussao das interacoes relevantes é realizada
também na Ref.[3.8].

E importante notar que a equacao de Pauli-Schroedinger permite o estudo da maioria dos fenémenos
atomicos, moleculares e do estado sélido que envolvam apenas as camadas de valéncia, ou mais externas
dos dtomos. A interagdo do spin com um campo magnético toma a mesma forma que a esperada clas-
sicamente, embora aqui tenhamos demonstrado essa obtencao por transformacoes de simetria. Pauli
introduziu a interagao de maneira ad hoc, quantizando assim o momento angular de spin. Podemos
gerneralizar o resultado das interagoes de momento angular com o campo magnético para a forma a
seguir:

Hyy = —Q"TBJ ‘B, (3.125)
onde g é denominado fator giromagnético e J = L + S é o momento angular total. O Hamiltoniano
(3.125) é denominado interagao de Zeeman. E importante notar mais uma vez, que embora tenha a
mesma forma da interagao classica do momento de dipolo magnético com o campo magnético aplicado,
na Mecéanica Quéantica o momento angular J é quantizado, ou seja, tem espectro discreto que pode
assumir somente certos valores. A origem do ferromagnetismo nio estd nesse termo, que somente

permite avaliar os fendomenos paramagnéticos, conforme veremos mais adiante.

3.9 Nocoes da Teoria do Estado Sélido

Existem muitas referéncias especializadas para tratar da Teoria do Estado Sélido, das quais recomen-
damos [3.9], [3.10] e [3.11].

Os tépicos mais relevantes, dos quais alguns serao tratados aqui sao:
i) Atomos, Moléculas e Ligagoes Quimicas;

ii) Simetrias e Grupos Cristalinos;

iii) Teorema de Bloch e estruturas de bandas;

iv) Excitagoes Elementares nos sélidos: féonons, magnons, polarons, plasmons, etc;
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v) Condutores, Isolantes e Semi-Condutores;
vi) Transi¢oes de Fase.

Tentaremos dar uma nocao geral de como partimos da teoria dos niveis de energia atomicos para

obter a estrutura de bandas dos materiais.

3.9.1 Atomos, Moléculas e Estrutura de Bandas dos Sdélidos

Diz-se do atomo a menor porcao da matéria capaz de conservar as propriedades essenciais de um
determinado material. Essa visao é bastante simplificada uma vez que muitos fendmenos atomicos
nao se verificam em escala macroscopica e vice-versa. O arranjo dos varios atomos e moléculas em um
sélido introduz graus de liberdade e fené6menos coletivos se fazem presentes. Todavia o atomo é um
arranjo de particulas tal que:

— O nucleo constitui-se de prétons e néutrons, correspondendo a praticamente toda a massa do
atomo. O numero de massa corresponde & soma do nimero de protons e néutrons do atomo.
Uma vez que a massa total é aproximadamente a massa do nicleo, e para primeira aproximacao
a massa de protons e néutrons é praticamente a mesma, a massa atémica é o produto do niimero

de massa pela massa de um préton, aproximadamente;

— a eletrosfera é o nicho dos elétrons, que ocupam 6érbitas bem definidas ao redor do nicleo. Em

um atomo eletricamente neutro o nimero de elétrons e prétons é o mesmo.

Embora o niicleo possua também uma estrutura de niveis de energia, ditada pelas forgas eletro-
magnéticas e pelas interacoes de origem nuclear denominadas interacoes fortes capazes de manter
coesas as particulas que compode o nucleo, em energias ordindrias o nicleo encontra-se no estado fun-
damental, ou seja, de mais baixa energia possivel e praticamente todas as propriedades da matéria
serao ditadas pelo nimero de cargas no nucleo e pelas camadas eletronicas. O ntmero de cargas de
um atomo é denominado niimero atomico Z. Indo um pouco além podemos ainda dizer que sao as
camadas eletronicas mais externas, denominadas camadas de valéncia, aquelas que irao determinar as
principais propriedades fisico-quimicas dos materiais. Elétrons nas camadas mais internas e completas
sao denominados elétrons de carogo e em condicoes normais interagem muito menos do que aqueles
nas camadas de valéncia. Os efeitos nucleares sdo um ramo de estudos denominado Fisica Nuclear,
que nao nos interessa aqui.

A estrutura atomica é determinada pela solugdo da equacao de Pauli-Schroedinger, levando em
conta os varios efeitos de spin, spin-érbita, etc. O atomo mais simples é o Hidrogénio, que possui
um unico préton e um unico elétron. Somente para este é conhecida a solucao exata da equacao de
Schroedinger. Negligenciando os efeitos de spin-érbita para um atomo qualquer de nimero atémico

Z, na auséncia de campo magnético externo, temos:

Z 2 Z 2 2
. . p: Zlq| 1 lq|
H=H i S L Y H -z 3.126
N+ L~ I2m Z47r50|xi\ +QZ47T5O|X1'_X]'| ’ ( :
=1 =1 ]
Z+N P2
o j
Hy = z; oA Un(p;n) (3.127)
j=

sendo Z o ndimero atémico, N o numero de néutrons, Hy o hamiltoniano do nicleo e Uy(p,n) um
termo de energia potencial bastante complexo que depende de interagoes fortes e eletromagnéticas



61

entre préotons e néutrons. Em geral é possivel fatorizar a fungao de ondas na forma de um produto:

Ya=9Y YN,

de tal forma que:
HyYn = EnYn
resumindo o problema a solucao de :
Z Z 2 )
. p; Zlq| 1 lg|
o, = _ Z 3.128
0 ZQTFL Z47T50|Xi| +2%:47T60|Xixj' ’ ( )

Hyp = Ei. (3.129)

Embora seja 6bvio, vamos descrever o significado dos termos do Hamiltoniano eletronico, conforme

segue:

— O primeiro termo corresponde & energia cinética dos elétrons:
z p?
E.= E -,
‘— 2m
1=1

— O segundo termo é a energia de interagao dos elétrons com o potencial elétrico criado pelo nicleo,

correspondendo a uma atracao coulombiana:

Z

Z|q|?
Upy = — Y —1—
EN ZZ; 47T€0|Xi’

— O tltimo termo ¢é a repulsao coulombiana entre pares de elétrons:

2
_ 1 lq|
U.= = _—
2 — 47’[‘60|XZ’ — Xj|
Existem varios métodos de solugao do problema descrito acima, cabendo destacar dois muito
conhecidos na literatura corrente: o Método de Hartree e o Método de Hartree-Fock. A diferenca
basica é que o Método de Hartree-Fock leva em conta a anti-simetria das fungoes de ondas de férmions.
Para o d4tomo de Hidrogénio a solugao do problema é exata, mas para os outros atomos a solugao
sempre sera aproximada e pode ser obtida por métodos perturbativos. Podemos considerar como
primeira aproximacao atomos ionizados de tal forma que apenas um tunico elétron esteja presente.
Nesse caso o problema a ser resolvido sera:
2 2
-h_s Zg
A\
2m 4megr

) P(r,0,9,0) = Ep(r,0,¢,0) (3.130)

onde ¢ denota o grau de liberdade de spin. Note que para a funcao v existem 4 coordenadas inde-
pendentes, x = (1,0, ¢) e o spin ¢ que para os elétrons pode ser 0 = +1 ou ¢ = —1, correspondente
aos autovalores da matriz de Pauli o,. Impondo as seguintes condigoes:

P(r —o00) =0,

/Vzwwdvzl,
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permite encontrar as seguintes solugoes:

Unime (75,0, 9,0) = P (r)Y" (8, ¢) X0 (3.131)

onde P, (r) sdo polinomios radiais determinados a partir das funcoes de Laguerre, Y™ (6, ) sdo as
harmoénicas esféricas e x, é um spinor de Pauli definido anteriormente. Note que existem quatro

ndmeros quanticos.

— O numero quantico n é dito niimero principal e refere-se a camada de energia e a proximidade
em relacao ao nucleo. Quanto menor o niimero n mais préximo o orbital estard do nicleo. Pode

assumir somente valores inteiros n = 1,2, 3,4...;

— O nimero quantico ! determina o momento angular e é denominado niimero quantico azimutal,
assumindo os valores [ = 0,1, 2...n — 1. Existe ainda a nomenclatura s, p, d, f... correspondendo

aos valores 0, 1,2, 3..., respectivamente. Determina a forma dos orbitais;

— O numero quantico m corresponde a proje¢do do momento angular sobre o eixo de referéncia
z. Uma vez que o momento angular é quantizado m somente pode assumir valores inteiros na
formam=-I,—-1+1,...0,...0 — 1,1 E denominado também nimero quantico magnético, pois o
momento angular orbital estd associado ao momento de dipolo magnético orbital e nesse caso a
aplicagao do campo magnético externo modifica as energias de acordo com o valor de m;

— O numero o corresponde ao spin, e para particulas de spin 1/2 somente pode assumir dois

valores, 0 = +1 para os autovalores de o, (ou de acordo com a notagao +1/2.)

Uma vez conhecidos todos os orbitais dados por ¥pimes (7,0, ¢, o) para um dado dtomo de niimero
atomico Z, é possivel ir preenchendo os orbitais de 1 até Z elétrons, e ir recalculando as energias do
atomo até finalizar o processo. Em geral valem algumas regras empiricas para o preenchimento dos

orbitais:

— Principio de Exclusao de Pauli: elétrons sdo férmions, e nesse caso nao podem dois elétrons
ocupar o mesmo orbital (ndo podem ter os quatro nimeros quanticos iguais). Assim determina-
se que paran = 1, [ = 0 e m = 0 obrigatoriamente e ficamos entdo com o maximo de 2 elétrons,
correspondendo as duas possibilidades de spin;

— Regra de Hund: o estado fundamental de um atomo maximiza o momento angular de spin, e
adota o valor de momento angular orbital compativel com a maximizacao do momento angular
de spin total. Conforme veremos, esse procedimento simetriza a parte do spin e anti-simetriza a
parte espacial da funcao de ondas, fazendo com que os elétrons tenham probabilidades maiores
de estarem mais distantes, o que minimiza a repulsao coulombiana. Na verdade esse tipo de

interacao é que leva ao ferromagnetismo;

— Diagramas de Linus Pauling: concebido pelo famoso quimico, permite determinar através de

uma forma diagramatica o estado fundamental dos atomos.

Sao caracteristicas fundamentais dos atomos: i) os niveis de energia atomicos sao discretos; ii)
a inclusao de interagoes adicionais remove algumas simetrias e consequentemente a degenerescéncia
do espactro. Observe que simetria implica mais de um estado fisico com a mesma energia, e quanto
maior a simetria maior a degenerescéncia, portanto. A aplicacdo do campo magnético, pela interagao
de Zeeman, remove a degenerescéncia de momento magnético orbital e de spin, consequentemente. A

situagao € ilustrada na Figura 3.6.
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E(n,l.m,s)

s=-1
- T
n=l,1=0 —T——————
m=0, s==x1 =
O campo B
Niveis remove
degenerados parcialmente
a degener.

Figura 3.6: Desdobramento de niveis de energia atomicos.

Moléculas: sao arranjos de uns poucos atomos, embora algumas moléculas possam ser formadas por
dezenas de atomos. Vamos ver o que acontece quando aproximamos dois atomos através de um modelo
bastante simplista, mas que permite entender qualitativamente um fenémeno bastante importante.

Imagine dois 4tomos de mesmo tipo mas rotulados por A e B, cuja energia individual é dada por &
em uma distancia muito grande. Nessa configuracao a energia total do sistema seria 2¢, uma vez que
para r — o0 a interacao entre os atomos A e B é tao pequena que pode ser desprezada. A medida em
que aproximamos os dois atomos a energia de interagao entre ambos deve aumentar progressivamente.
Denominemos tal energia de interacao simplesmente A. Podemos propor uma Hamiltoniana para o
sistema, na forma:

H=Hjs+Hp+Hup , (3.132)

tal que na auséncia de interacao Hap — 0 e as solugoes do sistema nao sofrem perturbacoes, ou seja,
teriamos as seguintes equagoes:

Hapa(xq) = eba(x1)
Hpp(x2) = evp(x2)

Note que quanto Hap — 0 a matriz H é diagonal na base {|¢4), [¢5)}. Todavia & medida em que os
atomos se aproximam a interagao Hp aumenta até que nao seja mais possivel negligencia-la. Essa
interagao perturba os orbitais ¢4 e g, mas ainda assim podemos expandir (3.132) em termos da base

conhecida. Em forma matricial podemos escrever:

jig= < _5A —A > : (3.133)

3

sendo questao trivial diagonalizar a hamiltoniana acima, propondo a solucao da forma

) = Alpa) + Blvp)
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determinam-se A, B e as auto-energias de H, tendo como resultado:

[h-) = \}5(|7/)A> + |¥B)) para E_=e¢— A, (3.134)
1) = L(W)A) — [B)) para E, =c+A, (3.135)

V2

Considerando-se dois elétrons, quando A — 0 e a distancia é muito grande a energia conjunta dos
dois atomos soma 2e. Agora os dois elétrons podem ocupar o orbital denominado orbital ligante
|t)_), que tem a menor energia, com spins contrarios obviamente e a energia da molécula passa a ser
E =2FE_ = 2¢—2A. Ou seja, a molécula tem vantagem energética sobre os dois dtomos separados.
E claro que existe uma distancia étima para a qual a energia se reduz, e aproximando mais a energia
deve aumentar devido a efeitos de repulsdo de Coulomb. O outro orbital [¢)4) tem energia ¢ + A e é
dito orbital anti-ligante pois tem energia maior do que o orbital atomico dos dois atomos distantes,
nao favorecendo a ligacdo. Dependendo do numero de elétrons disponiveis na ligacao poderd ser
ocupado também. Todavia um fendmeno importante acontece quando fazemos dois atomos interagir
para formar uma molécula. O nivel de energia atomico € se desdobra em dois niveis € + A, separados
por uma distancia 24, sendo A a energia de interacdo. Veja a figura 3.7. Obviamente que a simetria
em uma molécula é menor do que a simetria do atomo e por consequéncia disso degenerescéncias sao
removidas. Quando levamos em conta mais orbitais na ligagao molecular, ou mesmo, quando mais
de dois atomos participam, ocorre o desdobramento de um tnico nivel de energia atomico em varios

niveis energéticos moleculares.

£ &
A r B
A(r) Atomo Molécula
£+ 4
£ /
R 2A
\\\—
£E—4

Figura 3.7: Niveis de Energia Molecular devido a Interagao Atomo-Atomo.

E interessante também observar a forma a funcao de onda correspondente orbitais ligante e anti-
ligante. A figura 3.8 ilustra essa situagdo. No orbital ligante a tendéncia é que os elétrons fiquem
no espaco intermedidrio entre os dtomos A e B, mas com spins contrarios. A funcao de onda anti-
ligante favorece o alinhamento dos spins mas nota-se que cada elétron estd mais préximo do seu dtomo
de origem. Se no dtomo a regra de Hund geralmente favorece o ferromagnetismo (alinhamento dos
momentos magnéticos devido ao spin), na molécula o estado com spins contrarios é favorecido caso

somente o orbital ligante é preenchido. Uma discussdao um pouco mais aprofundada sobre ligacoes
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Figura 3.8: Fungoes Moleculares Ligante e Anti-Ligante. Observe que os elétrons tendem a ficar entre
os atomos A e B no orbital ligante, enquanto ficam cada um em seu atomo noorbital anti-ligante.

quimicas é feita no livro de Madelung por exemplo [3.11]. Podemos separar as ligagoes basicamente em
ligagoes covalentes, idnicas e de van der Walls. Discutimos aqui a ligacao covalente, que ocorre quando
os atomos que a formam tem a mesma estrutura na camada de valéncia, favorecendo uma distribuicao
mais homogénea das cargas. Evidentemente se as utlimas camadas dos atomos interagentes tem
diferentes ntimeros de elétrons, pode ser que os elétrons que participem da ligacao tenham tendéncia
a se aproximar de um dos atomos, gerando a ligacdo denominada ionica. Por fim as ligacdes de van
der Walls estao relacionadas a gases nobres. E interessante notar que as propriedades dos sdlidos sao
ditadas em grau elevado pela forma como os atomos e moléculas que o formam fazem suas ligagoes.
Por exemplo, um metal é formado por ligacGes covalentes onde um grande nimero de 4tomos participa
da ligacao, fazendo com que os elétrons de valéncia fiquem completamente deslocalizados, formando
assim a denominada banda de condugao, formada por elétrons quase livres. Pela denominada Regra
do Octeto, todos os dtomos tem a tendéncia a completar as suas 1tlimas camadas eletronicas de modo
a que os momentos de dipolo elétrico e magnético total sejam minimizados, reduzindo assim a energia
total da estrutura. Os metais sdo caracterizados por camadas eletronicas mais externas com numero
de elétrons < 3, e portanto para completar essas tltimas camadas, varios &tomos devem compartilhar
a ligagao, tornando assim os elétrons praticamente deslocalizados dentro da molécula. Por outro
lado os materiais isolantes sdo geralmente formados por elementos com niimero de elétrons > 5 e um
pequeno nimero de dtomos participa da ligacdo para dar estabilidade ao sistema fisico, fazendo com
que os elétrons fiquem localizados numa regiao delimitada por poucos atomos. Elétrons localizados
sao menos aptos a se mover, reduzindo propriedades como a condutividade elétrica, por exempo. Ja
os semicondutores encontram-se numa situagao intermedidria, onde o nimero de elétrons de valéncia
é igual a 4.

Imaginemos o que deve ocorrer em um solido em termos de niveis de energia. Todos os niveis
atomicos comecam a se desdobrar e quando o nimero de dtomos é muito grande, dizemos no limite
em que N — oo, cada nivel de energia desdobra-se em um espectro continuo em torno do nivel

original. Niveis atomicos antes discretos agora assumem carater continuo e alguns niveis que antes
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estavam separados agora podem passar a se superpor. Diz-se entao que formou-se uma estrutura de
bandas. Isto é ilustrado diagramaticamente na Figura 3.9.

Atomo Molécula Solido
E E L

Gap T}

Gap

= b

Figura 3.9: Estrutura de Bandas: do atomo ao sélido o espectro de energia outrora discreto passa a
ser continuo. Ainda assim podem existir gaps, devido a niveis que se desdobraram mas nao houve
superposi¢cao com outros niveis desdobrados.

Quando passamos ao regime do estado sélido é mais conveniente falar em densidades de estados
de energia, que corresponde ao ntimero de estados disponiveis para ocupacao por unidade de energia.
Definindo-se entao: AN
p(p) = SXE)

AFE

sabemos que haverdao AN = D(E)AE estados fisicos disponiveis para os elétrons. Para um dtomo ou

(3.136)

uma estrutura molecular simples, é claro que os niveis sao discretos, e podem ser representados, em
termos de uma densidade, por funcoes delta de Dirac:

D(E) =) _Dnd(E - E,) . (3.137)

Conforme fio comentado anteriormente, a regra de Hund, que favorece o alinhamento de spins no
atomo, pode deixar de valer para o sélido ja que a natureza busca sempre o estado de mais baixa
energia. Para um dtomo seguindo a Regra de Hund, uma vez que os elétrons sao férmions, os mesmos
devem ter sua funcao anti-simetrizada. Uma vez que a funcao de ondas poderia ser separada em uma
parcela espacial e uma parcela de spin, a anti-simetria da parcela espacial faz com que os elétrons
fiquem mais distantes um do outro, reduzindo assim a energia de repulsao de Coulomb. Entretanto,
necessariamente a parcela do spin deve ser simetrizada, o que corresponde ao méaximo spin admissivel
para o sistema, ou seja, leva ao alinhamento dos spins. J4 em uma molécula, vemos que o orbital
ligante favorece os spins anti-paralelos. Em um sélido a situacgao fica muito mais complexa, e havera
situagoes em que o alinhamento dos spins sera favorecido, como no atomo: serd o caso dos materiais

ferromagnéticos.
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Quanto a estrutura dos sélidos devemos saber que a estrutura de bandas sera definida por um
conjunto de fatores como:
— Estrutura cristalina;
— Tipo de d4tomo que compoe a rede cristalina e grau de pureza;
— Tipos de interagoes admissiveis entre os atomos desse sélido.

O tipo de atomo também define o nimero total de elétrons por unidade de volume. Devemos, apds
descobrirmos a estrutura de bandas, colocar cada elétron em um nivel de energia disponivel, até que
todos os elétrons tenham sido alocados em algum nivel de energia, sempre iniciando da mais baixa
até a mais alta, respeitando o principio de Exclusao de Pauli. O dltimo nivel de energia preenchido
¢ usualmente conhecido como nivel de Fermi. Em funcao do preenchimento das bandas podemos

classificar os materiais em:
— Isolantes;
— Condutores;
— Semicondutores.

A figura 3.10 ilustra de maneira bastante simplista a estrutura de bandas dos materiais.

Isolante Condutor Semicondutor
E A E p E A

I —4-5eV

D(E) D(E) D(E)

Figura 3.10: Estrutura de Bandas Simplificada dos Materiais: em um isolante a banda de valéncia
estd completamente cheia enquanto a de conducao estd vazia; para um condutor a banda de valéncia
confunde-se com a banda de conducao pois esta parcialmente preenchida. Ja os semicondutores seriam
isolantes a T' = 0K, mas o gap é pequeno permitindo excitagao térmica da conducao.

Nos condutores a energia de Fermi, Er, correspondendo ao ultimo nivel de energia preenchido,
estd dentro da chamada banda de condugao, confundindo-se com a banda de valéncia, pois este ultimo
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nivel ainda esta longe dos limites daquela banda. Logo acima de E' = Er ha estados disponiveis. Dessa
forma qualquer energia é suficiente para retirar algum elétron do seu estado fundamental. Em geral
ocorre com os metais, pois estes tem em seus dtomos, a ultima camada praticamente vazia, formando
no sélido uma banda fracamente preenchida.

Isolantes em geral tem atomos com sua camada de valéncia praticamente cheia, e isso se traduz na
estrutura de bandas, por uma banda de valéncia completamente cheia. H4 um gape para a proxima
regiao de estados disponiveis. Aquela banda, denominada de conducao, encontra-se completamente
vazia e a diferenca de energia para a banda cheia, denominado gap, é alta, da ordem de 4 a 5eV.
Em geral sao necessérios altos campos aplicados ou altas temperaturas para promover os elétrons da
banda de valéncia para a banda de conducao.

Por fim, os semicondutores seriam isolantes em temperaturas muito baixas, com gap da ordem
de 1eV. Os atomos que formam um semicondutor possuem sua camada de valéncia preenchida até
a metade, mas no sélido, por conta das ligacoes covalentes, sua banda de valéncia fica praticamente
cheia. Porém o gap para a banda de conducao é pequeno em comparacao com um isolante, e nesse
caso, a energia térmica é capaz de promover alguns elétrons da banda de valéncia para a banda de
condugao, o que nao ocorre em um isolante, em temperaturas ordinarias. Em aplicagoes tecnolégicas
a dopagem do material introduz interagoes com um atomo diferente em pontos da rede cristalina, e
isso faz com que novos niveis de energia sejam criados, geralmente dentro do gap entre as bandas de

valéncia e conducao, aumentando assim a condutividade.

3.10 A Interacao de Troca e o Hamiltoniano de Heisenberg

Nesta Secao vamos obter o Hamiltoniano de Heisenberg, embora Dirac talvez tenha sido o primeiro a
propor uma interacao dessa forma. Por simplicidade consideremos o Hamiltoniano de dois elétrons:

2
H=H+H+ — " (3.138)
47TE()’X1 —Xg‘

onde os dois primeiros termos sao os hamiltonianos de uma particula na presenca de algum potencial

central:
A~ p2
H = ﬁ +U(x1) , (3.139)
. p3

e o dltimo é a repulsdo coulombiana, sendo e a carga do elétron. Aplicando o principio das particulas
idénticas, devemos anti-simetrizar a funcao de ondas total dos dois elétrons, de tal forma que possamos

satisfazer o Principio de Exclusao de Pauli. E claro que a funcdo de ondas que escrevemos na forma
1
Y = ﬁ[%(xh 01)P2(X2, 02) — P1(X2, 02)Pa(X1,01)] . (3.141)

pode ser fatorizada em um produto de uma parcela espacial que denominaremos ¢ e de uma parcela

spinorial y, como é comumente realizado na literatura corrente, ou seja:

Y = p(x1,%x2) ® x(01,02) , (3.142)

de tal forma que tenhamos uma funcao v totalmente anti-simetrica. Podemos definir um operador de

permutacao, ou paridade na forma:

P(1,2) = P (x1 < X2) ® Py (01 < 02) , (3.143)
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que significa que a parcela P,(x; < x2) faz a permuta de x; por x» enquanto que Py (01 < 02) faz a
permuta dos spins o1 por oy. Para os elétrons a operagao de paridade deve ter sinal P(1,2) = —1, uma
vez que a funcdo de ondas total deve ser anti-simétrica para férmions. Temos entdo duas alternativas

i) Se a parcela espacial é simétrica

1
ps(x1,%2) = E[Sﬂl(xl)wz(m) + p1(x2)p2(x1)] , (3.144)
Po(x1 < x2)ps(x1,%x2) = +1ps(x1,%x2) , (3.145)
e nesse caso para que P(1,2)Y = —11), a parcela referente ao spin necessariamente deve ser
anti-simétrica. A tnica possibilidade que podemos conceber para que P, (01 < 02)x = —1x é 0
estado singleto:
1
Xalor02)) = Z 1 14 = [ L1 (3.146)

correspondendo a momento angular total j = 0. Veja que a troca de ordem T,| na equacao
acima implica a mudanca de sinal da funcdo de ondas de spin.

ii) Se a parcela espacial é anti-simétrica temos:

pr(x1,%2) = \2[901(X1)802(X2)—601(X2)902(X1)]7 (3.147)
Py(x1 < x2)pi(x1,%x2) = —lyi(x1,X2) , (3.148)

a parcela referente ao spin necessariamente deve ser simétrica, para que o produto seja anti-
simétrico. Tem-se entao o chamado estado tripleto:

IX+1(01,02)) = [T1,1), (3.149)
xo(1,02)) = jﬁn LD+ L1, (3.150)
IX-1(01,02)) = [1,]), (3.151)

gerando momento angular total 7 = 1, sendo que as fungoes de spin acima correspondem as
projecoes m = +1,0, —1, respectivamente.

Podemos calcular agora a média da energia de Coulomb para essas fungoes de ondas, dada por:

2
e
U) = f — BxidPxs . 3.152
o= [ vl e ua ) dad'g (3152)
Deixamos para o leitor demonstrar que:
Uy =Ug £ J, (3.153)

onde o sinal + corresponde a funcao de ondas espacial simétrica, ou seja, ao singleto de spin enquanto
que o sinal — corresponde a funcao de ondas espacial anti-simétrica e ao estado tripleto de spin,
enquanto que as fungoes Uy e J sao dadas abaixo:

Uy = / / [£1(x1)[ |2 (x2) d3x1d3xs | (3.154)
471'80 Vi JVs |X1—X2|

J = / / @1 (x1)p2(x1) 95 (x2) p1(x2) Bxidxs (3.155)
47T€0 i IV,

Ix1 — X2




70

sendo Uy a energia de repulsao coulombiana classica e o termo J é denominado integral de troca. Para
J > 0 o estado tripleto é favorecido, correspondendo ao alinhamento dos spins. Essa é, na verdade, a
origem da Regra de Hund nos atomos. Considerando-se orbitais atomicos a integral de troca é positiva
definida. Nos materiais a situacao pode ser um pouco diferente e na situagdo em que J > 0 dé-se
origem ao ferromagnetismo enquanto para J < 0 o estado singleto serd favorecido, resultando para
os meios materiais ao fendmenos que é conhecido como anti-ferromagnetismo. Observe, na expressao

(3.153), que o sinal + corresponde a paridade da fungao de spin. Podemos escrever entao:
(Ue) = U — Py(01 < 02)J (3.156)

onde P (o1 < 02) é o operador de paridade, com sinal + para os estados do tripleto e — para o estado
singleto. Temos entao como escrever as energias para todos os estados de dois elétrons através de
um Hamiltoniano equivalente. Dirac foi o primeiro a notar esse fato, ao perceber que o operador de
paridade para a parcela do spin pode ser escrita na forma

Poy = o) =P —-1=j(+1) -1,

sendo 7 = 0 para o singleto e j = 1 para o tripleto. Uma vez que o operador de momento angular
total é dado pela soma vetorial dos spins dos dois elétrons:

J_Sl+SQ 1

.]Iﬁ 3 :§(U1+0'2),
fica facil encontrar a expressao desejada para o operador de paridade de spin:
1 1 1 1 1
Py (01 < 03) = 1(0'1 +o9)?—1= Z(O’% +od)—1+ 501 02=3 + 50102, (3.157)

permitindo escrever uma forma equivalente para H em termos somente dos auto-estados da paridade
de spin:

. J
H=E0—§0'1‘0'27

onde Ey = E1 + Es + Uy — J/2 é uma constante que como vemos depende das energias de f[l e }:TQ
definidos previamente, bem como de Uy e J. A interagao de troca devido & integral J é portanto um
efeito puramente eletrostatico e pode ser expressa na forma de uma interacao spin-spin. Eliminando

ainda a energia de referéncia Ey, ficamos com o Hamiltoniano de Heisenberg;:

- J
H:—ial-dg s (3158)

que podemos prontamente estender para um numero qualquer de particulas, de spin S, interagentes
aos pares através da interagao de troca da forma (3.158):

1
H:—§ZJZ»J«S,~'SJ~, (3.159)
ij

sendo J;; a integral de exchange ou de troca, que depende dos indices ij. Se J;; > 0 dizemos se tratar
de uma interacao ferromagnética enquanto que se J;; < 0 a interagao ¢ anti-ferromagnética. Essa
expressao € a base para a compreensao dos fendomenos ferromagnéticos, por exemplo. O Hamiltoniano
(3.159) é denominado simplesmente Hamiltoniano de Heisenberg ou ainda Hamiltoniano de Heisenberg-
Dirac-Van Vleck(HDVYV). Interacgoes dessa forma foram pensadas antes mesmo de teorias de primeiros
principios, a partir de um modelo denominado teoria vetorial do atomo.

E interessante notar que o ferromagnetismo estd diretamente relacionado a um fato inerentemente
quantico que diz que no nosso caso os elétrons sao indistinguiveis. No caso de dois elétrons apenas,
a interacdo spin-spin é uma consequéncia de os elétrons serem férmions indistinguiveis e da interagao
de Coulomb.
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3.11 Nocgoes de Teoria de Perturbacoes

Nao é nossa intencao nesta Segao apresentar a teoria de perturbagoes com todo o rigor e formalismo
matematico. Em muitas situacoes fisicas de interesse as solucoes exatas sdo extremamente compli-
cadas ou até mesmo nao sao possiveis de serem encontradas analiticamente. No entanto quando a
perturbacao ao sistema é pequena é possivel encontrar solugoes aproximadas que sao bastante uteis.
Considere uma situacao fisica em que as solucoes para a Hamiltoniana sejam conhecidas na auséncia
de uma perturbagao qualquer:

Hy|n) = ep|n) , (3.160)

onde {|n)} forma uma base completa de solugoes de Hy, satisfazendo as relacdes de ortonormalidade

e completeza, j4 mencionadas previamente:

(m|n) = dmn ,

> fn)(n| =1.

Vamos assumir que o espectro de energias de Hy nao seja degenerado. No caso de haver degenerescéncia
sugerimos a discussao da teoria de perturbagoes feita no Capitulo 5 da Ref. [3.1]. Além disso vamos
assumir que uma pequena perturbacao V é introduzida no sistema, de tal forma que:

H=Hy+V. (3.161)

Lembrando que no limite em que V — 0 as solugoes de H e Hy coincidem, podemos supor que a
solucao de H pode ser construida a partir das solucoes de Hy. Vamos supor que:

n') = |n) + |on) (3.162)

onde |n') deve ser solucao de H , enquanto |n) é a solugao correspondente de Hy e também de H quando
V tende para zero. Resolvendo a equacao de Schroedinger para H em termos da funcao (3.162) temos:

Hin') = (Ho + V)n') = €} [n')
que podemos escrever na forma:
(Ho + V)[n) + (Ho + V)[on) = ep(In) +|6n)) ,
e rearranjando os fatores, numa primeira aproximagao em que &, = &, + A, ~ &, temos:

1 A 1 .
el — H() 8% — H()

que nos dé4 uma forma recursiva de encontrar os desvios |[dn) em termos da base original {|n)}:

1 ~ 1 N 1 N

5%—H0 E;,L—HO 5%—H0

Esta ultima equac@o pode ser trabalhada, fazendo uso da completeza ) |m)(m| = 1:

LI 1 .
mv’m + .= n) + M(; im)(m)V|n) + ... .
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Na verdade hé alguns detalhes de cdlculos que envolvem a remocao de termos divergentes do operador
(¢!, — Hy)™! na aproximacéo &/, = &,, lembrando que os estados |m) sio auto-estados de Hy e como
tal satisfaz-se a seguinte equacao:

(er, = Ho)~'m) = (e, — &)~ m) -

Os detalhes de célculos podem ser consultados em [3.1], mas o resultado desejado é dado abaixo:

') =)+ W\m T, (3.165)
metn n m

e para a energia obtém-se através de (n/|H|n’) o seguinte valor, até ordens mais baixas:

2
(3.166)

As duas tltimas equacoes sdo bastante tteis na solucdo de problemas em que conhecemos uma base

de funcoes e introduzimos uma pequena perturbacgao ao sistema.

3.12 Referéncias deste Capitulo

[3.1] J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Revised Edition (1994).

[3.2] R. Eisberg e R. Resnick, Fisica Quantica: Atomos, Moléculas, Sélidos, Nucleos e Particulas,
Ed. Campus (1979).

[3.3] Erwing Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications, John Wiley and Sons
(1989).

[3.4] Volker Heine, Group Theory in Quantum Mechanics, Dover (1993).

[3.5] J. Frohlich and U.M. Studer, Commun. Math. Phys. 148 (1992), 553; Int. J. Mod. Phys. B 6
(1992), 2201; Rev. Mod. Phys. 65 (1993), 733.

[3.6] C.A. Dartora and G.G. Cabrera, Phys. Rev. B78 (2008), 012403.
[3.7] Yang C.N. and Mills R.L., Phys. Rev. 96 (1954), 191.
[3.8] R.M. White, Quantum Theory of Magnetism, Springer Series.
[3.9] C. Kittel, Introduction to Solid State Theory.

[3.10] C. Kittel, The Quantum Theory of Solids.

[3.11] O. Madelung, Introduction to Solid State Theory.



Capitulo 4

Teoria Quantica do Magnetismo em
Equilibrio Termodinamico

Uma vez que sejam conhecidas as limitacoes da teoria cldssica e tendo obtido os conceitos fundamen-
tais da Mecanica Quantica podemos partir para o estudo do Magnetismo na matéria em equilibrio
termodinamico. Vamos concentrar esforcos no estudo de propriedades estaticas. Cabe ressaltar que
a dimensionalidade de um sistema fisico é bastante relevante, influenciando fortemente as principais
propriedades magnéticas. Por exemplo, a regra de Hund nos garante interacoes ferromagnéticas nos
4dtomos, mas nos sélidos hd uma diversidade de fenémenos influenciados pelas simetrias e estruturas
de bandas do sélido. Alguns fenémenos sdo bem conhecidos e tem sido bastante estudados. Serao

aqui abordados os seguintes tépicos:
— Diamagnetismo;
— Paramagnetismo;
— Ferromagnetismo;
— Ferrimagnetismo e Anti-Ferromagnetismo;
— Superparamagnetismo;

— Nanomagnetismo e Magnetismo Molecular.

4.1 Diamagnetismo

A origem do diamagnetismo pode ser entendida de maneira bastante simplificada com base na Lei
de Lenz, que discutiremos a seguir. Sempre haverd uma contribuicao diamagnética para a suscepti-
bilidade magnética de qualquer material. O material serd diamagnético se as outras interagoes sao

negligenciaveis e é caracteristica de um material diamagnético:

X<0e L =14y<1. (4.1)

Ho

Em materiais diamagnéticos geralmente a susceptibilidade é muito menor do que a unidade, ou seja,
x << 1 e é perfeitamente aceitavel para estudo de propagacao de ondas por exemplo fazer a aprox-
imacao pu = pg.

Sdo exemplos de materiais diamagnéticos notavelmente o Bismuto (y = —1.66 x 107%), a dgua
X = —9.05 x 107%, bem como o carbono na forma diamante e na forma grafite, o cobre, mercirio, a
prata, dentre outros.

73
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Baseados na Lei de Lenz, podemos interpretar o diamagnetismo da seguinte maneira: imagine um
elétron em movimento orbital. Ao aplicar um campo H externo o fluxo magnético que atravessa a
area A definida pela érbita do elétron ird aumentar. De acordo com a Lei de Lenz deve surgir um
efeito contrario na tentativa de manter o fluxo magnético inicial. Nesse caso o momento angular do
elétron ird alterar a sua direcao, produzindo assim um campo magnético interno tal que se oponha ao
campo aplicado externamente.

A seguir iremos obter alguns resultados quantitativos baseados na Mecanica Quéantica.

4.1.1 O Diamagnetismo de Landau

Os resultados que serao aqui demonstrados devem-se a Lev Landau. Vamos partir da Hamiltoniana
de uma particula nao relativistica:

~ (p—qA)?

H = — -B 4.2
om, uBo ) ( )

negligenciando os termos de potencial cristalin U(x)o, bem como interagoes elétron-elétron. Na pre-

senca de um campo magnético uniforme e constante podemos escrever:

¢ = 0, (4.3)
A = %Bxx, (4.4)
VA = 0, (4.5)

sendo facil demonstrar que B = V x A e E = 0. Existe uma escolha do potencial A que produz
resultados idénticos, denominado gauge de Landau, no qual A = (0,2B,0), para B = (0,0, B).

Substituindo A na forma (4.4) na Hamiltoniana, e avaliando (p — ¢A)?, onde p = —ihV, podemos
utilizar o gauge (4.5) para mostrar que A - p = p - A e entao escrever:

(p—qA)* =p® —2¢A -p + ¢*A?,

e substituindo (4.4) na equacao acima temos:

2
q
(p—qA)2:p2—qBXx-PJFZ’BXX!Q-

Da definicao de momento angular orbital L = x X p, podemos reescrever o segundo termo da equacao
acima na forma:
Bxx-p=xxp-B=L-B.

Vale ainda lembrar o leitor que L = —iAix x V é um operador diferencial na Mecanica Quantica, que

admite para a projecao L, somente multiplos inteiros de h. Podemos escrever entao:

N ¢ 5
H=—-—L-B+—|B - -B. 4.
2m  2m +8m‘ x| HBT (4.6)

Podemos ainda reescrever 1 = L/h e utilizar o fato de que up = ¢h/(2m) para escrever:

2 p’ q° 2
H=—+—|B —upj-B 4.7

onde j = o + 1. Vamos considerar apenas a contribuicao diamagnética para o que segue. Isso ocorre

para sistemas nos quais o momento angular total 7 = 0 (é claro que para um tnico elétron seria
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impossivel j = 0, mas ocorre para situacoes de muitas particulas, como jé é o caso do singleto de spin
considerando-se dois elétrons em que [ = 0.), resultando na Hamiltoniana a seguir:

2 2

3 p q 2
H=—+—|B . 4.
5 T g B X Tl (4.8)
Para B = (0,0, B) é facil mostrar que
FI p2 + mw(% ( 2 + 2) (4 9)
= —_— —Ir .
2m 8 v
onde definimos a frequéncia de ciclotron na forma abaixo:
B
wo = . (4.10)
m
A equagao de ondas a ser resolvida é a seguinte:
1 s mw(QJ 2 2
— — = FEv . 4.11
VA + S a4y = By (4.11)

E importante notar que a solucao da equagao de Schroedinger para o diamagnetismo depende do gauge
adotado para A. Para que a solucao tenha independéncia do gauge adotado seria necessario levar
em conta simultaneamente o fenémeno paramagnético, mas aqui queremos evidenciar a contribuigao
diamagnética.

Utilizando uma solucao da forma

U(z,y,2) = p(z,y)e** (4.12)

e utilizando o método de separacao de varidveis, p(z,y) = F(x)G(y) recaimos em duas equagoes para

osciladores harmoénicos de frequéncia w; = wy/2:

—h? d? mw? ,
—h? d? mw?
— — = 4.14
o d? Gly) + = v Gy) = ¢Gy) , (4.14)
onde F' = ¢; + ¢, + h2k:§ /(2m). As energias dos osciladores harmonicos sao dadas entao pelo seguinte
resultado: - .
0 k
E= T(nx—f—nyﬂ—l)ﬂ- sz , (4.15)
onden, =0,1,2,...eny, = 0,1,2,.... Queremos determinar agora o valor médio da energia do sistema,

bem como a magnetizagao, lembrando que

_ A(B)
M=-n5p

sendo n a densidade de elétrons do material que contribuem para o diamagnetismo.

Utilizando o ensemble canonico:

p= e,
(B) = —;ﬂ[an] ,

devemos calcular a média do espectro de energias (?77). Observe que a parcela de energia no plano
ortogonal ao campo aplicado fica quantizada, pois os valores de n, e n, sao nimeros inteiros corre-
spondentes as excitagoes de osciladores harmonicos. Essa quantizacao permite somente certas 6rbitas
no plano k; — k,. Tais érbitas sao denominadas érbitas de Landau.
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Devemos lembrar que o niimero de elétrons nao varia com a aplicagao do campo magnético externo
e o numero de estados disponiveis para ocupagao antes do campo ser aplicado deve ser igual ao
nimero de estados apds a aplicagao do campo, ou seja, deve haver conservagao do ntimero de estados
disponiveis. Lembrando que para o elétron livre o espectro de energia é dado por:
h2k2 h?
Elivre = k2 + k2 + k2
om  2m 2 =)
as érbitas k2 + k; definem circunferéncias no plano (k; — k). Todavia com a aplica¢do do campo
somente aquelas érbitas que satisfazem

h2

hw

2 2\ _

serao permitidas. Podemos afirmar que as érbitas colapsam para aquelas permitidas apés a aplicagao
do campo magnético. Em uma area quadrada de lado L podemos dizer que o espacamento entre os
ntimeros de onda k é dado por Ak = 27/L e nesse caso deve haver

2 (k2 +k2)
22 (Ak)?

estados disponiveis numa drea A = L?, onde ds é a degenerescéncia de spin que iremos fazer igual a

2. Nesse caso temos
2¢BL?(ng 4+ ny + 1)

4hm3 ’
resultando no fator de densidade de estados da forma:

N =

2¢BL?

Dy =
0 4hm3

Agora podemos determinar a funcao de particao:
i

onde E; sao os estados de energia disponiveis. Como o indice ¢ corresponde aos valores de n,, ny ek,

possiveis e a variavel k, é continua, podemos escrever:

—Do Z Z/ dk e PEMamykz) (4.16)

ng=0ny,=0

onde E(ng,ny,k.) ja foi definida previamente na equacao (4.15):

hw h2k2
E(ng,ny, k;) = 70(7% +ny+1)+ 2mz .
Tem-se entao:
L a2k 2 X2 Bhwg .
Z= Do/ dkze” zm > Y ez et (4.17)

Nz =0ny=0

permitindo reescrever Z na forma de um produto:

Z2=2\ 2, (4.18)
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onde

L o0 pr2K2
Zl = 2D0/ dk‘ze_ 2m (419)

—00

o= 3 Y ey (420

Nz =0n,=0

Fazendo uso das propriedades das somas de fungoes obtém-se a seguinte expressao:

o~ Bhwo /2
Jy = (1~ /22 (4.21)
permitindo agora o calculo de (F):
0 0
(E) = 35[1 nZz] = 8ﬂ[an1] aﬂ[anQ] .
Denominemos Ejy o primeiro termo a direita da equagao acima:
0 L Dy [ dk, "k P
EO = —7[111Z1] — z 5.5
8/8 D f Bh kz

Note que Ey é independente de B, mesmo que a fun¢ao de particao Z; contenha o termo B na definicao
de Dy. Portanto a energia Fy nao contribui para o cdlculo da magnetizacao e da susceptibilidada

diamagnética. Realizando os cédlculos seguintes para a média da energia,

0
E)=FEy— —=[InZ
(B)=Eo = oIz
deixa-se para o leitor que mostre que:
hw hw
(E) = Ey + 70 coth (ﬁ 1 0) , (4.22)

mas o que nos interessa de fato é a magnetizagao, lembrando que 0Ey/0B = 0, tem-se:

9 [hw Bhiwo
= -y [t (5]

com wy = ¢B/m. Efetuando as derivadas e utilizando up = gh/(2m) obtém-se:

BupB n nBupB
2 sinh? (B“TBB> 7

M = —npup coth < (4.23)

cujo limite para altas temperaturas, ou seja, em torno de § — 0 nos da:

_ _”MBB 3
M = 3kaT +0(B) . (4.24)

Definindo x = M/B obtemos o resultado original de Landau:

1nup

1 , 4.2
Xdia 3 k‘BT ( 5)

Levando em conta a chamada quantizacao das érbitas de Landau é possivel explicar dois fenémenos

bastante importantes:
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— Efeito de de Haas-van Alphen: corresponde a oscilagoes da susceptibilidade magnética em fungao
de 1/B. Para obter o resultado completo é importante levar em conta detalhes da estrutura de
bandas do material. O efeito é utilizado para obtencao de dados importantes sobre as superficies
de Fermi do material. As referéncias [4.1]-[4.4] discutem o assunto em maior ou menor profun-
didade.

— Quantizacdo do Efeito Hall ou também denominado Efeito Hall Quantico Inteiro. O livro de
White discute esse caso [4.1].

Sem entrar em detalhes e demonstragoes, é importante ressaltar que os meios supercondutores
podem ser considerados diamagnetos ideais. Uma vez que eles tendem a repelir as linhas de campo
magnético do seu interior, ou seja, internamente o campo resultante deve se anular, uma vez aplicado
um campo H a magnetizacao resultante seréd contréria, ou seja, M = —H, podendo ser caracterizados
por uma susceptibilidade

x=-1.
Uma visao mais completa da supercondutividade leva a conclusao de que na verdade o fluxo magnético
em um supercondutor deve ser quantizado. Sugere-se ao leitor interessado uma pesquisa mais aprofun-

dada a respeito dos seguintes assuntos: Supercondutividade, Modelos Classicos e Equagoes de London,
Modelo BCS, Efeito Meissner-Ochsenfeld e Quantizacao do Fluxo Magnético.

4.1.2 Um Tratamento Geral para o Diamagnetismo

Conforme vimos anteriormente o diamagnetismo é proveniente do termo:
F q* o mug 2
Hyio==—(B xr)* = B xx)*. 4.26
dia 8m( ) 2h? ( ) (426)

Para uma molécula qualquer, a parcela diamagnética da susceptibilidade é dada por

a<ﬁdia>
M=-n——F-—+
"o
sendo
M
Xdia = E .
Nesse caso é facil mostrar que:
npLm
Xdia = ——& B2 (4.27)

onde (r?) deve ser avaliada sobre todas as contribuicoes atomico-moleculares.

4.2 Paramagnetismo

Considerando-se a energia de interagao entre um dipolo magnético e o campo aplicado,
Hpara = —p- B, (4.28)

podemos entender que o paramagnetismo é a tendéncia que os momentos de dipolo magnético tem de
se alinhar ao campo aplicado, contrariamente ao efeito diamagnético em que o meio tende a repelir
o campo externo. Em um material paramagnético interacoes de troca entre momentos de dipolo
magnético vizinhos nao sao relevantes e podem ser negligenciadas em uma primeira aproximacao.
Dessa forma:

x>0 e ﬂ:1—|-X21,

Ho
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todavia usualmente tem-se p/ug ~ 1, sendo apenas ligeiramente maior. Uma variada gama de mate-
riais apresenta uma resposta paramagnética. Podemos citar alguns: 6xido ferroso (x = 7.2 x 1073),
uranio (y = 4 x 107%), platina (x = 2.6 x 1073), tungsténio (x = 6.8 x 107?), césio(y = 5.1 x 107?),
aluminio (y = 2.2 x 1079), litio (x = 1.4 x 107°), magnésio(x = 1.2 x 1079), sédio(x = 0.72 x 1079),
oxigénio molecular Oz (x = 0.19 x 107°). Embora a susceptibilidade tipica, como se vé esteja en-
tre 1073 e 10~°, paramagnetos sintéticos, como os ferrofluidos podem apresentar susceptibilidades
paramagnéticas da ordem de 1071.

E importante ressaltar que em situagoes onde a interacao de troca é desprezivel, deveriamos levar
em conta o dia e o paramagnetismo simultaneamente, uma vez que ha tendéncia de cancelamento das
contribuicoes dia e paramagnéticas para a susceptibilidade resultante do material.

Em condigoes usuais de temperatura e para baixos valores de campo aplicado o paramagnetismo
apresenta uma dependéncia com a temperatura na forma 1/7, resultado que foi descoberto experi-
mentalmente por Pierre Curie..Portanto a lei da forma

X:Tv

onde C é uma constante é denominada Lei de Curie. O modelo cldssico de Langevin segue a lei de
Curie. No entanto, existem outros fenomenos relacionados ao paramagnetismo em valores altos de
campo ou temperaturas muito baixas que nao obedecem a lei de Curie.

Vamos aqui discutir algumas formas da teoria do paramagnetismo que sao relevantes e encontram-
se frequentemente na literatura corrente. Os modelos usuais sao o paramagnetismo de Pauli para
o gas de elétrons livres, que permite explicar muito bem as propriedades de metais paramagnéticos,
sobretudo os alcalinos. No limite de altas temperaturas o paramagnetismo de Pauli pode ser tratado
na forma de um sistema de spin 1/2. H4 ainda o paramagnetismo de Van Vleck, que permite explicar
a formacao de momento de dipolo magnético através da aplicacdo do campo magnético pela teoria de
perturbacoes, com uma susceptibilidade resultante que em geral ndo é funcao da temperatura.

4.2.1 Paramagnetismo para spin 1/2 a altas temperaturas

Considerando-se simplificadamente que a Hamiltoniana do sistema seja dada pela interagao de Pauli,
do spin com um campo magnético:
H=—pupo-B, (4.29)

podemos adotar a dire¢do z como a dire¢cdo do campo magnético aplicado, isto é, B = (0,0, B),

reduzindo a expressao acima ao seguinte hamiltoniano:
H = —pugBo., , (4.30)

que possui como solugao os spinores de Pauli com energias £upB. Utilizando o ensemble canonico,
temos:
(H) =Tr(pH) (4.31)

sendo

E f4cil mostrar que:

Z = Tr(e #BBoz) = PB4 o=BrsB — 9 cosh(BupB) .
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enquanto que:

(H) = —pupBtanh(BupB) . (4.32)
Para uma colecao de n particulas por unidade de volume, podemos determinar a magnetizacao dire-
tamente através da expressao:

M =n{p.) = —nup(o:) .
O resultado ¢ dado abaixo:

M = nuptanh(BupB) . (4.33)

Queremos obter a lei de Curie, no limite de altas temperaturas. Nesse caso 0 — 0 e temos
tanh(BupB) ~ fupB, tendo como resultado:

M = npBu%B . (4.34)
A susceptibilidade serd nesse caso, em valores baixos do campo aplicado, dada por:

M_n,u,zB

ara — 5 — . 4.

Esse resultado satisfaz a lei de Curie, onde a constante C' é dada simplesmente por n,u2B /kp. Observe
também que esse efeito paramagnético é trés vezes maior que o efeito diamagnético, com o sinal
trocado.

E possivel extender esse resultado para um valor de momento angular arbitrario, nao somente para

spin 1/2. Nesse caso podemos generalizar (4.29) para momento angular total j, na forma

fI:—/%BJ-B:—qu-B, (4.36)

cuja forma para campo aplicado na direcao z é simplesmente
H = —ppBj. (4.37)

sendo os autovalores de j,, ou projecoes do momento angular total, dados por —j,—j+1...5 — 1, 5, ou

suscintamente —j < j, < 7.

4.2.2 Paramagnetismo de Pauli
Para explicar o paramagnetismo de metais, sobretudo os alcalinos, podemos assumir um gas de elétrons
livres, cujo hamiltoniano é dado pela expressao:
A~ p2
H=——upo-B, 4.38
o 1B (4.38)

cuja solugao é dada na forma de ondas planas:

Y= Xoeik.x )
resultando na seguinte relagao de dispersao:
R%k?

Eyxy = —— — upoB.. (4.40)
m
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sendo k = |k| e 0 = %1 s@o os autovalores de o, para as projegoes positiva e negativa do spin ao longo
da direcao do eixo z. Podemos escrever o Hamiltoniano total na forma de operadores fermionicos de

criacao e aniquilacao, na forma:

H= Y Y Eko)d cxo - (4.41)
o=+,— k
Para um géas de elétrons livres, na auséncia de B aplicado, a energia é dada simplesmente pelo espectro
de particulas livres:
h2k?

e = o

onde hé degenerescéncia de spin, bem como da diregdo de k. O ntimero de elétrons é dado por:

N=> e, oxo: (4.42)

o=+,— k

cujo valor médio, no ensemble canonico, considerando-se a energia de Fermi é dado simplesmente por:

1
N=2 Ek: eBEKR—ER) 11

onde o fator 2 corresponde a degenerescéncia de spin. Para um sélido a separacao de vetores de onda
k é tao pequena que podemos fazer a substituicao:

L3 3
272@3/“’

e ainda podemos fazer a integracao em coordenadas esféricas, considerando independéncia angular,

L3 L3

d’k = ar | K2dk
(2ﬂ)3/ (2m)3 / ’
3

d> - (2L7T)347r/k2dk — /dng(s) ,

k

tal que:

e finalmente temos:

onde D, (g) é denominada densidade de estados:

L3 k2

Do) = 5 e o)k

(4.43)

que para o gas de elétrons livres tem como resultado:
L3 (2m\*?
Dq(e) = 2 <h2> Ve, (4.44)

e é um fato conhecido que a densidade de estados do gas de elétrons livres satisfaz uma relacao
denominada relacao de dispersao parabdlica. Ainda diz-se que a estrutura de bandas é uma estrutura
de bandas parabdlica. Voltando ao cdlculo do nimero de elétrons, obtém-se finalmente para o gas de

N = Z Zchck’ﬁ = Z/OOO deDy(e)frp(e —eF) , (4.45)

o=+,— k o

elétrons livres:

onde frp(z) = (e +1)7! é a funcdo de Fermi-Dirac. Observa-se que a interacio com o campo
magnético apenas introduz um deslocamento da estrutura de bandas. Definindo A = ugB, podemos

escrever:

Dy = DoVe + oA | (4.46)
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onde 3/
3
Dy = L (2m ,
472 \ h?

A figura 4.1 ilustra o que acontece com a aplicacao do campo magnético.

e o numero N deve se conservar.

Auséncia de B Com Campo B Aplicado

E E

D(E) N, # N, D(E)

Figura 4.1: Densidades de Estados do Gas de Elétrons Livres na auséncia e na presenca de campo B
externamente aplicado.

E facil ver que quando aplica-se o campo magnético, o alinhamento dos spins com o campo é
favorecido e nesse caso ha um desbalanceamente no nimero de elétrons com spin up e spin down. (A
notacao para designar os auto-estados de spin é bastante varidvel e é comum denotar-se 0 = +1 =T e
o = —1=|, dai vem a denominacao spin up e spin down.) Observe que:

N:NT+NLZDOZ/ dsvs—{—o’Apr(s—eF).
P —oA

Uma vez que a magnetizagao do meio material tem relacao com o momento angular resultante é ficil

ver que:
1

M = 5pup(Ny =Ny (4.47)
onde L3 é o volume total do meio. Embora N = N; + N| seja constante, a diferenca nao é. Quando
nao ha campo aplicado a magnetizacdo é nula, mas uma vez que o campo magnético é aplicado o
desbalanceamento entre o niimero de elétrons com spin up e o ntimero de elétrons com spin down faz
com que apareca uma magnetizagao resultante no meio. Devemos entao avaliar o resultado de N,.

Observe que:

N, = Do/ deve+ oAfrp(e —eF) ,

—oA
mas para temperaturas muito baixas a funcao de Fermi-Dirac tem um comportamento de um degrau.
Podemos reescrever a integral acima por partes,

/udv:uv—/vdu,
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definindo da seguinte maneira u = fpp(e —ep) e dv = /e + 0Ade, tendo como resultado:

_ 2 3/2 _ © 2 3/25fFD(€—€F)}
NU—D0{|:3(8+O'A) frp(e SF):|_UA 3/_0Ad€(€+0A) o (-

O primeiro termo na expressao acima se anula, pois a funcao de Fermi-Dirac é nula no infinito enquanto

que v = %(6 + 0A)3/2 vai para zero em € = —oA. Tem-se entio:
2 o0 o _
N, = —Do/ de(e + O'A)3/2M ’
3 N Oe
cujo valor é trivialmente calculado para T' — 0, uma vez que a derivada da funcao de Fermi-Dirac é
dada por:
Ofrp(e —€F) ‘
_ =—d(e —ep) .
Oe T—0 ( F)

Considerando-se que o termo relevante da integral deve ser avaliado para a energia préxima do nivel
de Fermi, podemos expandir a fungdo v em torno de er em séries de Taylor, sendo o resultado:

(e +0A)? = (ep + 0A)3? + g(&“ —ep)(e+ o)+ g(a —ep) e+ oA)TV2 4 (4.48)
e podemos entao proceder a integragao:

N, = —2D0/ de(c + on)2d0EDE —Er)

3 —_oA Oe
2 o
—Do/ de |(ep + o A)%/? + §(es —ep)(e4+0A)Y? + §<6 —ep) e+ oA)TV2 4 O/rp (4.49)
3 —_oA 2 8 Oe
De maneira exata, a derivada da funcao de Fermi-Dirac é dada por
_ B(e—er)
Ofrple—er) P ’ (4.50)
Oe (1 + ePle—er))2
e avaliando as integrais, tem-se:
*  Ofrp(e —€r)
de—">———= = -1 4.51
| et , (451)
o0 a _
/ de(e — ap)M = 0, (4.52)
YN Oe
> 8fFD(€ — EF) A
de(e — ep)2 222 =0/ 20 4.53
| et —enpP 2 (4.5)

onde podemos demonstrar os resultados simplesmente fazendo a mudanga de varidveis z = 3(e — ).
A segunda integral é nula por conta da paridade da funcéao integrada enquanto que o parametro A é
dado abaixo:

00 x2€x 7.[.2
A= —_— = —. 4.54
| arer=3 454)
Finalmente obtemos o resultado desejado:
2
No = 3D {(EF +oA)?? 4 SA(SF +oA)"Y2(kpT)? + ] : (4.55)

Lembrando ainda que geralmente ep >> A, podemos expandir em séries de Taylor termos da forma:

A
(ep+oA)M =¥ (1—|—MU€—|—...> ,
F
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e deixamos para que o leitor demonstre que ap6s a substituigao de (4.55) na expressao para a magne-
tizagao do gas de elétrons livres, tendo em conta a expansao acima, podemos obter:

AT
4 \Tgp

onde fez-se a substituicdo A = upB e definiu-se a temperatura de Fermi

 2Dop%el’B

M 3

, (4.56)

EFp = kBTF .

Usualmente o paramagnetismo de Pauli apresenta fraca dependéncia com a temperatura, uma vez que
a temperatura de Fermi é muito maior que as temperaturas usuais. Em altas temperaturas recupera-se
o resultado obtido na Secao anterior.

A susceptibilidade de Pauli, dada por M/B pode ser escrita na forma que segue:

LAY
4 \Tp

Esta é uma caracteristica de metais alcalinos principalmente, mas conforme ja comentamos, recupera-

1/2
_ 2D0MQB<SF/

75 (4.57)

se a lei de Curie para temperaturas muito altas, onde a fun¢do de Fermi-Dirac fica suavizada e sua
derivada nao tende mais para uma funcao delta de Dirac em torno do nivel de Fermi. E convencional
ainda escrevera susceptibilidade de Pauli de outra forma. Note que o numero de elétrons em um
volume L3 pode ser obtido da expressio:

Amk/3

(2m/L)?
onde dividiu-se o volume da esfera com raio igual ao nimero de onda de Fermi e = h?k%/(2m) pelo
menor volume possivel para Ak = 27/L. Dali tira-se a relacao:

ky = 31%n | (4.58)

onde n = N/L? é a densidade de elétrons. Fazendo algumas manipulacdes matematicas é possivel
ainda mostrar que:
Docy®  3n

L3 dep
fazendo com que (4.57) possa ser escrita na forma que segue:
3 n,uQB 72 (T \?
=——2 11— — | — 4.59
X T2 2\T-) T (4.59)

resultado que é comumente apresentado nas referéncias, sendo que o valor de A = 72/3 ja estd incluido
na equacao acima. Cabe ressaltar que o Paramagnetismo de Pauli em baixas temperaturas produz
um efeito na susceptibilidade que faz com que a mesma decaia quadraticamente com a temperatura,
mas a dependéncia é fraca, pois como ja foi mencionado, a temperatura de Fermi é em geral muito
maior do que a temperatura T'.

4.2.3 Paramagnetismo de Van Vleck

A susceptibilidade paramagnética de Van Vleck é um fenémeno inerentemente quantico, tratdvel a
partir da teoria das perturbagoes e que permitiu a Van Vleck explicar de maneira bastante satisfatéria
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o paramagnetismo dos metais de terras raras. Nesse caso os momentos de dipolo magnético sao
localizados nos fons da rede cristalina.
Vamos considerar por simplicidade o Hamiltoniano de interacao Zeeman para um momento de

dipolo magnético j, com campo B aplicado na direcao z:
H=—gppj.B , (4.60)

onde g5 é uma constante denominada fator de Landé, para um sistema paramagnético cujos auto-
estados sejam nao-magnéticos na auséncia de perturbagao do campo magnético, ou seja, imagine que

para a base nao perturbada {|n)}:
(j2) = (n[jzIn) =0, (4.61)

isto é, j, tem média nula para os auto-estados nao perturbados do sistema e nao é diagonal nessa
base. Com a aplicacdo do campo entretanto, surge uma perturbagao aos estados originais e podemos
calcular os estados perturbados a partir da teoria das perturbagoes. Por simplicidade vamos considerar
somente os dois estados de mais baixa energia: o estado fundamental |0) e um estado excitado |s),
separados por uma diferenca de energia A. Pela teoria de perturbagoes, assumindo que (4.60) é a
perturbacao, temos:

gipuBB(s]3.]0) 5)

0) = |0)+ A + .., (4.62)
971BB(0]jz:|s
|y = |s) — A<">|s> + .y (4.63)
cujas energias sao:
2,2 p2
978 .
By = Bo— 2B (sljilo) + .., (4.64)
g2p% B2
E. = EO+A+%|<3U210)]2+..., (4.65)
permitindo assim reavaliar o valor médio de j,:
. 29;uBB |, | .
W10y = FEEZ sl o)l (1.66)
, 295188, .
(s'l7=1) = _T|<5|]z|0>|2 ; (4.67)

que agora, para os estados nao-perturbados, nao sao mais nulos e para o estado fundamental e o estado
excitado perturbados, |0) e |s’), respectivamente, as contribui¢oes ao momento de dipolo magnético
total tem sinais opostos. Observe ainda que para as energias, a correcao é quadratica em B e para
valores pequenos de B podemos negligenciar.

A situacao mais interessante para a observagao do efeito de susceptibilidade de Van Vleck ocorre
quando A >> kpT e nesse caso somente o estado fundamental estd ocupado. Sen&o, vejamos que a
matriz densidade é dada por:

A_l_/jﬁ_ 1 Y —BA| N/

p=e " =1 e (00 +e s )sT) (4.68)
onde 3 = (kgT)~!. Se T — 0 ou se BA >> 1 entdo a exponencial e~ PA tende para zero, e somente o
estado fundamental estard ocupado. Nesse caso, temos, para a magnetizacao:

M =ngyupTr(pj.) ,
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sendo n a densidade de fons do material com autoestados {|0), |s'}}, ficando facil demonstrar que:

2n93MQBB

M = A

[(sl5:10)
e em termos de susceptibilidade x = M /B obtém-se o valor de Van Vleck:

2’092/1,2 .
xvv = 201D g oy 7 (1.69)

Note que a expressao acima ¢ independente da temperatura, fato caracteristico da susceptibilidade de
Van Vleck.
No outro extremo, temos A << kg7 e nesse caso a matriz densidade se reduz a:

P 5 5A(I0’><0’| + (1= BA)s)(s]) (4.70)

e tomando a média de j, obtemos para a magnetizacao o seguinte valor:

1 297188
2-pA\" A

. 2 B .
M = ngyup (sl |0} 2 = (1 —ﬁA)gJMBKS\JzIO)IQ)

A

que é possivel ainda de ser simplificado para:

2,2
ngjip . 2
M~ 2I55 0
kBT ‘<S|.72‘ >‘ Y

que nos da uma susceptibilidade da forma:

_ ngiug

expressao que tem a mesma forma de Curie e Langevin, y = C'/T onde, nesse caso:

2,2
o = MikE

. 10Y]2 .
m}l@blﬂ

As expressoes aqui encontradas seguem a Referéncia [4.5], mas uma discussao um pouco mais apro-
fundada pode ser encontrada em [4.1].

Em geral, para sistemas nao-interagentes a susceptibilidade deve ser obtida a partir da resultante
da soma de todas as contribuigoes diamagnéticas e paramagnéticas.

4.2.4 Estudos de Ressonancia Paramagnética

A espectroscopia de ressonancia paramagnética é uma técnica experimental que permite o estudo das
espécies quimicas através de interagoes paramagnéticas com o campo aplicado. Existem duas formas

principais:

— Ressonancia Paramagnética Eletronica (EPR), em que se estudam os materiais em que exista
pelo menos um elétron nao pareado, tais como radicais livres organicos e inorganicos, bem como

compostos de metais de transigao;

— Ressonancia Nuclear Magnética (NMR), onde a interacdo com o campo magnético se da através
dos spins nucleares.
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Enquanto o NMR ¢é uma técnica amplamente empregada para estudos dos materiais, o uso de
espectroscopia de EPR é bem mais especifica e foi primeiramente observada de forma independente
por Yevgeny Zavoiski e Brebis Bleaney em 1944.

A teoria basica, tanto do NMR quando do EPR é fundamentada na interacao de Zeeman. Consid-
eremos novamente um campo aplicado na diregao z, tal que a Hamiltoniana de interagdo magnética é
dada por:

H=—gupj.B (4.72)

sendo gy o fator de Landé:

JG+ D) +s(s+1)=1(1+1)

gr=1+ -
2j(j +1)

, (4.73)

que permite escrever a equagéo:
ng = (L + QS) s

e up € o magnéton de Bohr ou entdao o seu valor correspondente nuclear. Para um préton u% =
1451/1800.

Uma vez que a separacao energética de dois estados magnéticos consecutivos na presenca de um
campo magnético B é dada por A = gyupB, podemos excitar os estados magnéticos através da
aplicacao de um campo de RF, usualmente na faixa das microondas, tal que:

hw = gjupB . (4.74)

E claro que em um sistema com momento angular total j > 1/2, hé vérias linhas de ressonancia para
valores distintos do campo magnetostatico B aplicados, correspondendo as possiveis transicoes entre
os diversos niveis de energia existentes, desde que respeite as regras de sele¢ao, como por exemplo,
conservagao do momento angular total.

Experimentalmente pode-se fixar uma frequéncia w para o campo de RF e varrer o campo magnético
dc em magnitude, ou entao fixar o campo magnético dc e fazer a varredura espectral. Uma vez que
(4.74) é satisfeita, hd maxima absor¢ao da energia eletromagnética pelo sistema e entdo pode-se de-
scobrir o fator gs, que em geral é caracteristico da molécula, do material e/ou do arranjo cristalino.

Sugere-se ao leitor interessado um estudo mais aprofundado de NMR e EPR através da literatura
especializada no assunto.

4.3 Ferromagnetismo

Nos meios ferromagnéticos a interacao de troca entre fons vizinhos é muito relevante de deve ser levada
em conta. Os ferromagnetos sao ditos sistemas interagentes, onde os graus de liberdade internos
interagem entre si e nao somente com a excitacao externa. Nos metais ha ainda interacoes relevantes
dos elétrons de condugao com os momentos de dipolo magnético localizados dos fons que torna o cenério

ainda mais complexo.O Ferromagnetismo apresenta algumas caracteristicas bastante marcantes:

— Fortes nao linearidades da relagao M — H, caracterizado pelos ciclos de histerese, onde se define a
magnetizacao remanente e a coercividade do material. Uma curva tipica de histerese é mostrada
na Figura 4.2, onde H,. é o campo coercivo e M, a magnetizacao remanente;

— Dependéncia da susceptibilidade com a temperatura, para altas temperaturas, na forma xy =
C/(T — T¢), onde C é uma constante e T é denominada temperatura de Curie do material.
Acima de T¢ o ferromagneto tem comportamento paramagnético. Em baixas temperaturas a
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<

Figura 4.2: Curva Tipica de Histerese de um Material Ferromagnético: Mostram-se o campo coercivo
e a magnetizacao remanente.

dependéncia da magnetizacao com a temperatura é caracterizada pela lei de Bloch na forma
M = M, — AT3/2, sendo M, a magnetizacio de saturacdo do material e A uma constante
qualquer.

— Formagao de Dominios Magnéticos e Paredes de Dominio.

O numero de teorias para explicar os fendmenos ferromagnéticos demonstra a complexidade do
problema. Ainda nao encontra-se completamente resolvido. Podemos considerar como base de estudos
o modelo de Heisenberg e a inclusao de anisotropia, para um cendrio mais realistico do ferromagnetismo
nos materias. Sao derivados da interagao de troca os modelos X XY e de Ising. A interacao de troca,
como vimos, é um fenémeno que tem sua origem na propriedade quantica das particulas idénticas e
na interacao de Coulomb, manifestando-se na pratica como uma interagao spin-spin. Considerando-se
simetrias cristalinas e interagoes do tipo spin-érbita é possivel conceber um hamiltoniano de Heisenberg

anisotrépico, na forma:

~ 1
H= -3 ZSZ@ : J;f’ : 5],3 7 (4.75)
]

sendo Jf;-ﬁ uma matriz de integrais de troca, relacionando as componentes o e 3 dos operadores de
spin dos fons ou elétrons ¢ e j.

Modelos fenomenoldgicos sao bastante utilizados também para estudar o ferromagnetismo, sobre-
tudo nas transicoes de fase: um ramo importante é denominado fenomenologia de Landau. J4 em
baixas temperaturas é possivel aplicar um procedimento denominado bosonizacao: isto leva a definicao
de ondas de spin, cuja excitacao é chamada de méagnon, levando entao a famosa lei de Bloch para a

magnetizacao de materiais ferromagnéticos em baixas temperaturas.
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4.3.1 Ferromagnetismo em baixas temperaturas: Magnons e a Lei de Bloch

E bem conhecido o fato de que as excitagoes de baixa energia de um sistema de estado sélido podem
ser descritas através dos conceitos gerais da teoria quantica de campos. Por exemplo as vibragoes
em um sélido, ou seja, a propagagao do som em um sélido possui cardter ondulatério que pode ser
descrito por equagoes de ondas apropriadas. A quantizagdao das ondas de som em um sélido leva ao
conceito de quantum de excitagao denominado fénon. No caso dos sistemas ferromagnéticos ou anti-
ferromagnéticos, as excitagoes correspondem a ondas de spin cujos quanta associados sao denominados
magnons [4.1]-[4.5]. Conforme veremos, os magnons de baixas energias sao descritos por uma relacao
de dispersao parabdlica nos ferromagnetos, com uma massa efetiva muito maior que a massa eletronica,
em geral uma ordem de grandeza.

O ordenamento dos sistemas magnéticos tem origem conforme ji mencionamos previamente, na
interacao de troca. Para ferromagnetos isolantes o ponto de partida é o modelo de Heisenberg. Em
metais os elétrons itinerantes tem um papel importante na comunicagao do exchange entre {ons vizin-
hos, mas uma hamiltoniana efetiva tem a mesma forma que o modelo de Heisenberg, com a diferenca
que a integral de troca é substituida pelo parametro do modelo de RKKY. O modelo de Heisenberg é

escrito abaixo:

N 1
H=- Z Jijsi - 8j — 9B Zsi ‘B(xi) , (4.76)
1] ?

sendo que J;; > 0 para todas as combinacoes (i, j) possiveis e s; = S/h é o operador de spin normal-
izado. No caso mais simples a interacao mais relevante ocorre somente entre os primeiros vizinhos e

nesse caso podemos escrever:
H= —JZSi-Si+a—g/LBZSZ‘-B(XZ’) , (4.77)
i,a )

onde os vetores a conectam o spin do sitio ¢ com os seus vizinhos mais préximos na rede cristalina, .J
¢ a integral de troca, que assumimos idéntica para todos os vizinhos mais préximos e s; = (s7, s?i’, s7)
sao os operadores do spin, cujas componentes satisfazem as regras usuais de comutagao para momento
angular:
[s7, sg] = ihsj 0;;

e permutacgoes ciclicas de (x,y,z). Abaixo de uma certa temperatura critica, normalmente denom-
inada temperatura Curie do ferromagneto, o mesmo tem a tendéncia de colapsar para um estado
ferromagnético ordenado e saturado, correspondente a magnetizacao de saturagao. Considerando que
o material em T" = 0 esteja completamente magnetizado, a inclusao de ativagao térmica deve produzir
excitacoes que produzam desvios nesse valor saturado, conforme é observado experimentalmente.

De modo a obter essas excitagoes de baixas energias acima do estado fundamental saturado, pode-

mos seguir o procedimento de Holstein e Primakoff e expressar os operadores de spin em termos de

Si'" = \/2S—a3aiai,
S, = a;r\/ZS—a;rai,

S; = S— azai , (4.78)

campos bosonicos:

onde passamos de um espaco de Hilbert de dimensao (2S5 + 1) finita descrevendo o spin, para um
espaco infinito no qual ai(aj) destroi(cria) uma excitacado de spin no sitio i. Esses operadores locais
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sao prontamente conectados as varidveis de magnons bq e bl; (aniquilagao e criacao de um mégnon de
momento q, respectivamente):

a; = ]\7_1/2 Z bqeiq'xi . (479)
q

Os operadores de criagdo e aniquilagdo de magnons satisfazem uma estatistica de Bose-Einstein, ou
em termos da algebra dos operadores a uma relagao de comutagao da forma:

[bq. b, ] = idq.q - (4.80)

De fato o procedimento de Holstein e Primakoff introduz estados nao fisicos, pois passamos de
um espaco de Hilbert finito para um espago de dimensao infinita, incluindo graus de liberdade
desnecessarios. Nao entraremos aqui em detalhes desnecessdrios, mas este fato pode ser corrigido
incluindo um tipo de interagdo que na pratica evita que estados fisicos com niimero de magnons muito
grande tenham probabilidade nula de ocorrer. Todavia, a aproximagcao da teoria linear dos magnons
¢é valida em temperaturas baixas e préximo do limite de saturagéo, sem necessidade de qualquer tipo
de rebuscamento da teoria. A linearizagdo de (4.78) nesse limite acaba por fornecer uma descri¢ao
extremamente boa da fisica do regime de comprimento de ondas longo para as excitagoes de spin.

Nesta parte vamos construir a teoria de campos de um ferromagneto em 3 — dim, partindo do
modelo de Heisenberg (4.77), levando ao limite do continuo para o caso em que o volume do material
é muito maior do que o parametro de rede, ou seja, V >> a3, correspondendo ao nimero de fons de
rede indo a infinito(N — o0). Este procedimento converte o Hamiltoniano discreto em uma integral
da forma:

aad

jr— Z/d% S(x)-S(x +a) , (4.81)

onde « é um parametro relacionado ao grupo de simetria cristalina do sélido. A constante de rede
a tem o papel de um fator de corte de curtas distancias para a teoria do campo. Assumindo a
possibilidade de uma mudanga adiabatica da magnetizagao quando passamos de uma posi¢cdo x para
x + a, podemos expandir o vetor de spin S(x 4+ a) em séries de Taylor ao redor de x para obter:

A J 3
|:1 +a-V+ %aiajf)ic‘)j + :| S(x) , (4.82)

admitindo a convencao de soma de Einstein para indicese repetidos e 9; = 8/dx", i = (1,2,3). E relati-
vamente simples demonstrar que o segundo termo vai para zero para cristais com simetria de inversao.
O estado fundamental de energia corresponde & magnetizacao uniforme e é dado aproximadamente
por:

o = —O[‘C]ng/d% S(x) - S(x) = _W , (4.83)
onde z é um parametro relacionado ao grupo de rede(z = 2 para uma rede ctibica). Observe que o
sistema atinge o limite superparamagnético quando kgT =~ JzS(S + 1)V/(aa?), sendo a temperatura
critica T' (temperatura de bloqueio) relacionada ao volume da amostra V. Integrando por partes
o segundo termo na equagao (4.82) e negligenciando a contribuicao de superficie fornece a seguinte
densidade de Hamiltoniana:

J

7:( = a3 Z al-ajaiS(x) . ajS(X) (4.84)

2
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prontamente identificivel ao campo de magnons. Por simplicidade vamos considerar somente redes
cibicas, embora é demonstravel que o ferromagnetismo de trés dimensoes distorce a rede ctbica[4.1],
reduzindo a expressao acima para a seguinte expressao:

H= ﬂaiS(x) - 9;S(x). (4.85)

2aa

Esta formulacao pedestre é equivalente a outras mais elaboradas, onde a acgéo efetiva é construida por
métodos de integrais de caminho em sistemas de spin (ao interessado sugere-se a referéncia de Fradkin
[4.6]).

Bem abaixo da temperatura de Curie, o material ferromagnético satura, conforme ja mencionamos,
i.e.,

S = (S, SY,5%) ~ Sé, + S, ,

com os operadores escada definidos na forma
SE = 5" £isY

e ainda a aproximacao

’(58 L| << S.
Neste caso a expressao (4.85) pode ser reescrita da seguinte maneira:

A= 2L (0570, + 0,5 9,57] . (4.86)

4daa

Os operadores escada ST obedecem &s seguintes relacoes de comutacio:

[ST(x),S7(x)] = 25%(x)8(x —x/)
~ 2903 (x —x), (4.87)

ficando a encargo do leitor demonstrar. O campo de mégnons é responsavel pelas flutuacgoes quanticas
da magnetizacao ao redor do valor de saturagao S. Para melhor vizualizar esta situagao nés definiremos

o campo de magnons ¢ formalmente conforme segue
iq-X

¢:S+(X):Zb e
V2§ VY

(4.88)

sendo <bq,bg,) os operadores de magnons ja descritos previamente, e que obedecem as regras de

comutagao bosonicas [bq,bg,] = dqq'- O valor da magnetizacao ¢ dado em termos do nimero de

magnons:

M= %(s ~S g (4.89)
q

O Hamiltoniano de magnons é escrito de forma simples através do uso de operadores de criagao
e aniquilacao, bem como de uma técnica denominada ordenamento normal, onde os operadores de

criacdo devem aparecer sempre a esquerda dos operadores de aniquilacgao:

f =TS p0to0 (4.90)
aa

E possivel escrever uma densidade lagrangiana, mostrada abaixo,

£—iot?® ﬁ@-qﬂa@ : (4.91)
ot aa
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que descreve um campo nao relativistico, cujas excitagoes sao os magnons
Utilizando (4.88) e integrando a densidade hamiltoniana (4.90) sobre o volume, H,, = [ d*z H,

leva ao seguinte Hamiltoniano:

H=> weblibq , (4.92)
q

sendo hwq = 2J5¢%/(aa), que corresponde & uma particula nao-relativistica massiva, com relacio de
dispersao parabdlica [4.4]. Na presencga de campo magnético B a relagao de dispersao é ligeiramente
modificada introduzindo um gap na energia minima de excitagdo dos magnons. Vamos rederivar este

resultado na préxima Secgao.

Dinamica do Campo de Spin

Partindo de (4.85) podemos escrever a equacao de movimento de Heisenberg

dS(x) oz i [qarey 9S(x) 0S(x')
T :[S’H]_/dgx [S ) "5 "

2ca i

Através de procedimento usual é possivel mostrar que a dindmica de spin de um ferromagneto em trés

dimensoes é governada pela equacao que segue:

ds zd 9 9
= — 4.
o 2aa[S x VS — (V*S) x S] (4.93)
que fornece a equacao classica de movimento conhecida como equacao de Landau-Lifshitz:
B g Y28 S X B, (4.94)
dt  «aa

onde incluimos o efeito de um camp magnético externamente aplicado aqui B. A equacao de Landau-
Lifshitz é nao linear e prediz uma velocidade de precessdao para o campo de spin com velocidade

zJ
angular dada por — <VQS + 2,uBB>. Na auséncia de fontes externas as solugoes de (4.94) tem
aa
uma relagdo de dispersao quadratica. De fato, assumindo uma solucao na forma de ondas planas
S = Sgei«wt—ax) ytilizando a relacdo de comutacio de spin S X S =4S e o resultado V2S = —¢28,

nos da a seguinte relacao de dispersao:

zJS

hw = Q.
aa
O regime linearizado préximo da saturagao S* & S nos leva a seguinte equagao:
0P JS
ihe = —Z22N2% + 2up By | (4.95)
ot aa

para o campo de magnons na presenga de um campo magnético uniforme B = Byé,. A equagao (4.95) é
uma equacao de ondas de Schrodinger para uma particula ndo-relativitica de massa m = aah?/(22.JS)
iw

em um potencial 2upBy. Note que para ® = ¢e !, podemos interpretar |11>\2 = |¢|?> como uma

densidade macroscépica de magnons com energia fw.

A Lei de Bloch

Assumindo a relacdo de dispersao de mégnons ferromagnéticos:

h2q2
~om

E(q) (4.96)

onde g é o nimero de ondas e
. Rlaa
m =
22J8




93

é a massa efetiva dos magnons, podemos determinar a magnetizacao dependente da temperatura, para

valores préximos da saturagao, na forma:
M = Mg — (> blbg) - (4.97)
a

Temos entao:

(3" blib) = 4 / " PdafsslBE()]

onde gy é um valor de corte inferior, sabendo que os méagnons satisfazem uma estatistica de Bose-

Einstein: 1

feE(B) = 35—

e uma vez que a energia dos magnons E(q) satisfaz a equagao (4.96) podemos fazer uma mudanga de

variaveis tal que:

h2q? 2m*kpTx
X /8 (q) Qm*kBT —q h2 9
de onde ¢ facil ver que
2m*kgT
de = 2qdq ,

para reescrever o valor da média na forma abaixo:
om*kg\ >/? *© Vr
T _ B 3/2
q *o

e finalmente o resultado desejado:
M = Mg — CpT?? (4.98)

que é a famosa lei de Bloch dependente da temperatura na forma 7°/2, com a constante de Bloch

Im* 3/2 poo
03227r< m kB) / VT (4.99)

definida abaixo:

h? et —1
0
O fato surpreendente é que em um sélido ferromagnético as interagoes entre spins dao origem a
fendmenos coletivos denominados ondas de spin cujas energias possiveis sao quantizadas da mesma
forma que fétons e outras excitacoes elementares. O interessante é que o que define o comportamento
térmico do ferromagneto a baixas temperaturas é a relacao de dispersao dos magnons.
E interessante notar ainda que a equacao (4.95), que repetimos abaixo:

in22 _ 5 +2upBy®
ot aa
tem a mesma forma de uma equacao fenomenolégica que permite descrever a condensacao de Bose-
Einstein. Tem-se verificado experimentalmente a condensacao de Bose-Einstein para médgnons em
ferromagnetos, e também em anti-ferromagnetos, levando a fenémenos criticos e variagoes abruptas

da magnetizacao.

4.3.2 Fenomenologia de Landau e Transicoes de Fase

A fenomenologia de Landau é em certo aspecto equivalente & aproximacao do campo médio, por isso
vamos primeiramente descrever a aproximacao do campo médio. Considerando inicialmente o modelo

de Heisenberg;:
A 1
H= —§Zjijsi-sj—gu32si-3(xi), (4.100)
i i
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podemos reescrever o mesmo na forma
ﬁeff = —9HUB Zsi ‘Begp(xi) (4.101)
i

onde o spin do sitio ¢ esta sob a influéncia de um campo magnético efetivo da forma:

1
B =B+ Jiisi 4.102
eff 2015 ZJ: 155] ( )

permitindo entdo, tomar o valor médio da equagao (4.101) para obter, de modo cldssico uma equagao
de Langevin:

1
M =ngupL|Bgup(B + poM)| = ngup <coth BSup(B + poM)] — ) :
[ ( ) [ ( ) Baup(B + poM)
No limite de altas temperaturas e baixos valores de campo recuperamos o resultado de Curie-Weiss:
. C
XTTroT

Agora vamos introduzir um modelo fenomenolégico que se deve a Landau. Considere a energia

magnética livre do sistema na forma:
1
UL:§AM?+MBM4, (4.103)

tal que a magnetizacao do estado fundamental corresponda ao valor minimo da energia livre Uy, que
pode ser obtida minimizando a funcao (4.103):

duy,

—— =AM + BM?® = M (A+ BM?) =0

i + (A+ )=0,
cujas solugoes sao M = 0 e M = +,/—A/B. Para descobrirmos qual das possibilidades corresponde
ao minimo devemos calcular a segunda derivada, impondo que a mesma seja positiva, para minimos

locais:
d2U;

T = A+8BM®.

Assumindo B > 0 observe que:

— se A > 0 o estado fundamental da magnetizacao corresponde a magnetizagao nula M = 0, pois

as outras raizes sao complexas;

— se A < 0 entao todas as possibilidades existem, mas note que M = 0 corresponde a um maximo
local enquanto que M = +/|A/B| sao dois valores de minimos.

Conforme a teoria de transigoes de fase de segunda ordem devemos escolher A = C1(T — 1), onde C
é uma constante qualquer. Para que a magnetizagao resultante do estado fundamental seja nao nula
entdo A < 0 implica que T' < T,, conforme ja sabido da lei de Curie-Weiss. A magnetizacao para o
estado fundamental ferromagnético, abaixo da temperatura de Curie, é dada por:

Mo T.—T,

mas se inserimos um campo externo na equacao (4.103), corresponde a incluir um termo da forma
CM B, tal que possamos calcular a susceptibilidade, obteremos a Lei de Curie-Weiss que diverge na
forma (T — T,.)~ L.
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Estado Nao-Magnetiz. Estado Magnetizado
T>T, Tedfy

Figura 4.3: Estados da Magnetizagao de um Ferromagneto: para T' > T, a magnetizagao resultante é
nula mas para T' < T, o estado fundamental é magnetizado.

A Figura 4.3 ilustra as situagdes em que a magnetizagao do estado fundamental é nula e o caso
em que o vacuo é degenerado e a magnetizacao do estado fundamental é nao nula, assumindo estados
que podem ser transformados por alguma transformacao unitaria.

A transicao de fase do estado ferromagnético para o estado nao-magnetizado acontece na temper-
atura T' = T,. E interessante notar que a teoria de Landau esta nos moldes das teorias de campos onde
algum parametro altera as propriedades do modelo, passando de um estado de vacuo nao-degenerado
para o estado degenerado. Se para T > T, o vicuo, que é o estado de menor energia do sistema
corresponde a magnetizacao nula, M = 0 e portanto solugao unica, para T < T, o vacuo é degener-
ado, correspondendo a estados de magnetizagdo nao nula M = ++/|A/B| = +Mj, ou seja, hé dois
estados equivalentes de menor energia, que devem estar relacionados por alguma transformacgao de
simetria da Hamiltoniana do sistema. Na verdade sao infinitos os estados de magnetizacao equivalentes
quando T < T, correspondendo a rotacoes do estado M = M. Todavia os estados do vacuo nao sao
equivalentes, e diz-se que a simetria foi quebrada. No caso nao-degenerado a simetria de rotagao da
Hamiltoniana magnética tem o mesmo estado de vacuo, ou seja, permanece inalterado. Por outro lado
para os estados ferromagnéticos a rotacao pode deixar a Hamiltoniana invariante, mas nao o estado
fundamental. Portanto houve uma quebra de simetria do vécuo.

4.3.3 Formacao de Dominios Magnéticos

Em um ferromagneto de dimensoes macroscépicas abaixo da temperatura de transicao T' < T, ocorre
a formacao de dominios magnéticos cujo efeito é a reducao da magnetizacao resultante do sélido para
valores préximos de zero. A aplicacao de um campo magnético externo nesse caso é capaz de reorientar
os dominios magnéticos na dire¢do do campo aplicado. A razao da formacado de dominios encontra
duas explicacgoes basicas, que correspondem a mecanismos distintos:

— Se a estrutura cristalina do sélido produz uma anisotropia que favorece a magnetizacao do estado
fundamental em um dado eixo especifico, denominado easy axis (pode haver mais de um easy
axis), entao abaixo de T, a magnetizacdo do cristal tem a tendéncia de se orientar a um desses

eixos. Todavia um sélido pode ser formado por uma estrutura policristalina, que significa que
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o mesmo é formado por varios cristais cujos eixos de simetria nao estao orientados da mesma
maneira. Nesse caso a magnetizagao de dois clusters proximos, denominados dominios pode nao

estar no mesmo eixo produzindo um efeito de cancelamento macroscépico;

— A interacao de troca é de curto alcance e se superpoe a outros efeitos como interagao dipolo-
dipolo, efeitos diamagnéticos e interacao spin-érbita, fazendo com que a energia do sélido seja
minimizada pela orientacao dos varios dominios de maneira nao paralela, resultando em uma

magnetizacao macroscépica liquida nula.

R
—
Dominios magnéticos: Orientacao dos dominios
B=0 para B # 0

Figura 4.4: Formagao de dominios para B = 0 e alinhamento dos dominios magnéticos com campo
aplicado.

A Figura 4.4 ilustra a formagao dos dominios para B = 0 bem como o alinhamento quando um
campo € aplicado externamente. Na auséncia de campos a magnetizacao resultante dos varios dominios
¢ nula minimizando a energia. Nas regioes limitrofes entre um dominio magnético e outro formam-
se estruturas que comumente sao denominadas paredes de dominio. Nessas regides de transicao o
transporte eletronico é influenciado pelo espalhamento dos elétrons dependentes do spin, ou seja, o
elétron para passar de um dominio para outro, deve preferencialmente alinhar seu spin ao do dominio
seguinte. Como nao sao paralelos, reduz-se a probabilidade de passar de um dominio para outro,
caracterizando-se o fenémeno como uma colisdo que depende das orientagoes do spin do elétron itin-
erante e das magnetizacoes locais.

4.4 Ferri e Anti-Ferromagnetismo

Assim como o Ferromagnetismo, o Ferri e o Anti-Ferromagnetismo sao dois fendmenos em que as
interagoes entre spins nao podem ser desprezadas, mas para que ocorram é necessario que a rede
cristalina do material seja composta de duas sub-redes de tal modo que as interacoes de troca sejam
diferentes entre os primeiros e os segundos vizinhos. Como o préprio nome diz, o Anti-Ferromagnetismo
apresenta uma tendéncia de alinhamento anti-paralelo dos spins vizinhos, ao contrdrio do caso do
Ferromagnetismo. A figura 4.5 apresenta de modo simplificado uma representagao dos trés fenémenos.
No Ferro e Anti-Ferromagnetismo os spins ou a magnitude da integral de troca sao iguais para vizinhos
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mais préximos. Em contra-partida os spins sao distintos no Ferrimagnetismo, permitindo descreveé-lo

em termos de pelo menos duas bases, uma para cada sub-rede.

Ferromagneftismo Anti-Ferromagnetismo
frrrereet HHNNHN
Ferrimagnetismo Ferrimagnetismo

RERAREN RARAEAE

Figura 4.5: Representacao pictérica do Ferromagnetismo, Anti-Ferromagnetismo e Ferrimagnetismo.

Para um material anti-ferromagnético, podemos considerar o Hamiltoniano de Heisenberg, com a

integral de troca de valor negativo, ou seja, J < 0, tal que J, = —J = |J|, e podemos entao escrever:

H=171.> Si-Sij1, (4.104)

cujo estado fundamental nao é unicamente definido. E possivel, assim como para os ferromagnetos,
obter uma teoria de mégnons anti-ferromagnéticos, com uma relagao de dispersao para baixos compri-
mentos de onda que ¢ linear, diferentemente do espectro parabdlico dos méagnons ferromagnéticos. E
possivel ainda obter a susceptibilidade magnética, através de uma teoria do campo médio, encontrando
assim o seguinte resultado:

_Cc
T—I—TN ’

onde T é denominada de temperatura de Néel. Observe que o anti-ferromagneto tem sua suscepti-

Xanti = (4.105)

bilidade divergente apenas para uma temperatura negativa, T = —Tn.
Os ferrimagnetos, por outro lado, pode se demonstar que satisfazem uma susceptibilidade da forma:

AT + BT,

Xf@T‘T’i - T2 o TC2 9 (4106)

tendo dois regimes distintos: T'~T,. e T >> T..
Anti-ferromagnetos e interacoes anti-ferromagnéticas sao utilizadas para fixar a magnetizacao de
camadas ferromagnéticas em estruturas multicamadas, em um fenémenos que é conhecido como ex-

change bias.

4.4.1 Frustracao e Vidros de Spin

Em um sistema magnético correlacionado nem sempre é possivel satisfazer todas as interacoes, devido
aos sinais da interacao de troca. Nesse caso diz-se que o sistema estd frustrado. Ilustra-se um caso de
frustragéo na figura 4.6

Vidros de spin(spin glasses) sao estruturas magnéticas onde a frustragdo é um processo dominante,
tendo como resultado uma magnetizacdo média nula, ou seja, (Y, S7) = 0 mas com valor quadratico
médio ((S7)?) nio nulo.
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= +.J
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o

Figura 4.6: Representagao pictorica de um sistema frustrado: em uma estrutura cristalina de face
retangular com trés interagoes ferromagnéticas e uma interacao anti-ferromagnética. Nao é possivel
satisfazer todas as interagoes e diz-se que o sistema esta frustrado.

4.5 Superparamagnetismo

Um material superparamagnético é um composto de pequenos clusters ferromagnéticos separados
por uma distancia suficientemente grande para que nao haja, pelo menos em primeira aproximacao,
interacoes ferromagnéticas entre clusters vizinhos. Aliado a isso os clusters ferromagnéticos devem
ser pequenos o suficiente de tal forma que a magnetizacao possa se orientar randomicamente de um
cluster para outro, podendo flipar a direcao da magnetizacao randomicamente sob a agao das flutuagoes
térmicas. Como resultado o material como um todo nao estard magnetizado exceto sob a acao de um
campo magnético externo. O material age como um paramagneto, porém com uma susceptibilidade
magnética muito maior do que a de um paramagneto convencional, dai o nome superparamagneto.

Especificamente o superparamagnetismo é um fendémeno no qual um material magnético pode
exibir um comportamento paramagnético em temperaturas abaixo das temperaturas de Curie e de
Néel, sendo um fenémeno de curtas distancias onde a energia requerida para mudar a direcdo do
momento magnético de uma particula é comparavel a energia térmica do ambiente. Nesse caso a
orientagao dos momentos ao longo do material é randémica. O superparamagnetismo é possivel em
materiais nao homogéneos compostos de uma mistura de clusters ferromagnéticos e paramagnéticos
em uma mesma temperatura. Os graos ferromagnéticos deve ser pequenos, da ordem de 1 a 10nm.
Na auséncia de campo magnético, a magnetizacao resultante deve se anular devido as orientagoes da
magnetizacao dos clusters ferromagnéticos serem randoémicas. Na aplicagdo de um campo magnético
externo a tendéncia é o alinhamento com o campo.

A energia requerida para mudar a direcao de magnetizacao de um dos clusters ferromagnéticos é
denominada energia de anisotropia, dependendo do volume e das propriedades de simetria do cluster.
Podemos expressar de modo bastante simplista, a energia de anisotropia de uma dessas particulas na
forma:

Es=KV , (4.107)

onde K é uma constante que depende das propriedades do nanocristal e V' é o volume. A energia
de anisotropia usualmente é descrita como a energia de barreira entre dois estados de minima ener-

gia, correspondendo a duas orientacoes de easy-axis possiveis para um nanocluster ferromagnético. O
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superparamagnetismo impoe um limite fundamental na tecnologia de armazenamento de dados, uma
vez que estabelece um volume minimo das particulas para que se evite a flutuacao da orientagao da
magnetizacao randomicamente na presencga de ativacao térmica. Isso é denominado o limite super-
paramagnético. Com a tecnologia atual, estima-se que o limite esteja entre 100 e 200 Gbit /in?.

E possivel estabelecer uma equagao fenomenolodgica para descrever o comportamento superparam-
agnético considerando que a taxa de variagao da magnetizacao depende exponencialmente da energia

de anisotropia, na forma:

aM 1
T~ MePEa 4.108
dt 70 ¢ ’ ( )
cuja solucgao
M = Moe /7
permite definir a Lei de Néel-Arrhenius:
T = 19elFa (4.109)

O comportamento observado depende da escala de tempo de medida. Definindo o tempo critico como

T. temos:
— se T < T, estamos no regime superparamagnético;
— se T > T, estamos no regime ferromagnético, ou regime bloqueado.

A temperatura de transigdo entre o estado superparamagnético e o estado ferromagnético é de-
nominada temperatura de bloqueio. Para a definicdo usual 7o = 1072 e 7. = 100s como tempo de
medida (tempo de medida é o tempo maximo para o qual, dada a magnetizacao inicial do sistema, a
magnetizacao medida nao serd nula), obtém-se a seguinte expressao para temperatura de bloqueio:

KV

= — . 4.110
25kp ( )

B

Pequenas mudangas das dimensoes das nanoparticulas podem fazer com que o tempo 7 varie muito
significativamente.

No estado superparamagnético, a magnetizacao do material satisfaz a equacao de Langevin, mas
com momentos efetivos muito maiores do que um magnéton de Bohr, usualmente 10 — 10° vezes
maior:

M =nul(BuB) (4.111)
onde )
L(x) = coth(x) — — ,
x
sendo z = BuB e = 10% — 10%up no caso dos superparamagnetos.

Sao aplicagOes tipicas do superparamagnetismo:

— Ferrofluidos: sao usualmente constituidos de nanoparticulas ferromagnéticas diluidas em um
fluido qualquer. Em geral é requerida homogeneidade da mistura, e espera-se um compor-
tamento superparamagnético para o sistema. O interesse nas propriedades de ferrofluidos é
bastante grande devido as potenciais aplicagoes para esses compostos: citamos como exemplos
o transporte de medicamentos para areas especificas através do uso de nanoparticulas ferro-
magnéticas diluidas em um fluido especifico.
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— Sensores de GMR com alta sensibilidade a aplicacdo de campo, uma vez que para campo nulo
a magnetizacao é zero mas quando se aplica um campo a tendéncia é o alinhamento total ao

campo.

— Aplicacbes Biomédicas: imageamento por ressonancia magnética, separacdo de compostos e
moléculas, etc.

Recomenda-se para um aprofundamento do assunto a leitura das Referéncias [4.6], [4.7] e [4.8].

4.6 Nanomagnetismo e Magnetismo Molecular

Aqui recomenda-se a leitura da Referéncia [4.7], para uma introducdo e panorama geral a respeito do
nanomagnetismo, bem como as referéncias [4.8]-[4.11].

Ja vimos anteriormente que ao passar do dominio atoémico-molecular para a escala macroscépica
aparecem diferencas cruciais devido aos efeitos de interacoes coletivas. Um exemplo é o fato de
que os niveis de energia discretos de um atomo transformam-se em bandas de energia nos sélidos.
Assim, grande parte das caracteristicas fisicas que podem ser atribuidas a um dtomo podem diferir
largamente em um sélido onde as interacoes mituas entre muitos a&tomos devem ser levados em conta.
Existe ainda uma escala de dimensoes intermedidria entre a escala atomica e a escala macroscopica,
denominada escala nanométrica. Na escala nanométrica, também denominada mesoscopica, um cubo
de lado igual a 1nm em geral estao presentes dezenas de 10 4tomos em uma rede cristalina, dando
origem a uma superposicao entre fenéomenos inerentemente quanticos e outros que sao macroscépicos.
Geralmente um sistema nanométrico estd acoplado a um sistema maior, que pode ser considerado um
banho térmico, e é o acoplamento mutuo que faz algumas caracteristicas interentemente quanticas do
sistema nanométrico isolado serem suavizadas.

Grande parte da Teoria do Estado Sélido e da Fisica Estatistica foi concebida no ambito das
propriedades dos sistemas macroscépicos, nos quais é valido o limite termodinamico, ou seja, o volume
do sistema (V) e o ntmero de particulas (N) tendem a infinito sendo a densidade de particulas
(n = N/V) um valor constante e finito. Tal limite é um artificio matematico conveniente para obter
propriedades fisicas de sistemas em escala macroscépica. Usualmente um sistema aproxima-se do
limite macroscépico quando seu tamanho fisico é muito maior que algum comprimento de correlacao
caracteristico do mesmo. Os fenémenos de transporte em sistemas macroscopicos sao geralmente
analisados no contexto da equacao de transporte de Boltzmann. Porém, quando o comprimento de
correlacao caracteristico do sistema é comparavel ao tamanho do sistema a equacao de transporte de
Boltzmann nao é mais rigorosamente satisfeita, sendo necessario apelar aos principios fundamentais da
Mecanica Quantica para explicar as propriedades do sistema. O interesse desse trabalho estd no estudo
do transporte quantico em sistemas mesoscopicos, onde as barreiras de tunelamento fazem parte de
diversos dispositivos eletronicos. Estes sistemas incluem barreiras isolantes entre eletrodos metalicos,
nanocontatos metéalicos e jungoes de Josephson entre supercondutores. Concentramos nossos esforgos
na andlise das jungoes de tunelamento ferromagnéticas, nanocontatos e nanofios ferromagnéticos,
devido ao fato de que a Fisica desses sistemas pode ser explicada a partir de uma mesma funcao
Hamiltoniana que inclui energia cinética e interagao de troca para os elétrons de condugao. O fenémeno
principal contribuindo para o transporte eletronico nas juncoes é o tunelamento, enquanto para os
nanofios e nanocontatos, em geral, é o fenémeno de hopping dependente de spin.

A palavra mesoscopico faz mencao ao fato da escala do tamanho ser intermedidria, entre macroscépico
e microscépico. Esta regiao cinzenta permite interpolar entre o regime atomico-molecular e o limite

macroscopico, dominado este dltimo pelas propriedades de volume (bulk) que sdo objetos usuais de
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estudo em Fisica da Matéria Condensada. A Tabela 1 mostra as principais diferencas entre sistemas
macroscopicos, mesoscépicos e microscopicos, bem como os fenomenos e propriedades caracteristicos

de cada sistema.

Macroscépico Mesoscépico Microscépico
Tamanho L>>1L, L<L, L << L,
Pontos Quéanticos At )
Exemplos Sélidos e Liquidos Nanocontatos (311105
Moléculas
Nanofios
, Estatistico Quantico Quantico
Cardter (N — o0) (N < ) (N << o)
Quantiz. da Condutancia
R Transp. Difusivo Tunelamento. Resson. Mecanica
Fenomenos . n .
Propr. de volume Nanomagnetismo Quantica
Efeito Aharanov — Bohm
Eq. Liouville + Tr. Parcial .
Teoria Eq. de Boltzmann Eq. de Boltzmann Quantica Eq. de Sch.roed.mger
. Eq. de Liouville
Teoria de Landauer

Tabela 4.1: Sistemas Fisicos e Fenémenos Principais. L = Tamanho do Sistema; L, = Comprimento
de Coeréncia de Fase, em geral L, < 10pm.

Tendo a Tabela 1 como referéncia pode-se definir que um Sistema Mesoscopico é aquele cuja escala
de tamanho é intermedidria entre o microscépico (dominado pelas leis da Mecanica Quantica) e o
macroscépico (que pode ser explicado pela Equacao de Boltzmann e propriedades de volume). E um
sistema em que o livre caminho médio de um elétron é maior do que o tamanho do sistema, e o elétron
propaga-se entao sem sofrer colisoes inelasticas. Muitos fendmenos interessantes ocorrem nessa regiao
intermedidria, como por exemplo a quantizacdo da condutancia em miiltiplos do valor e?/(27h) e o
nanomagnetismo. Em geral o regime mesoscépico caracteriza-se por um sistema de poucos atomos ou
moléculas que encontra-se acoplado a um banho térmico (reservatérios ou eletrodos).

Ao ramo de estudos da propriedades magnéticas de sistemas de dimensOes nanométricas da-se
o nome de Nanomagnetismo. Podemos enunciar brevemente algumas das diferencas entre sistemas

macroscopicos e sistemas nanométricos:

— Um sélido macroscédpico apresenta um numero muito grande de dtomos e apenas uma pequena
fragao estd na superficie de contorno do volume desse sélido. Na superficie as propriedades de
estruturas de bandas sdo diferentes do que no volume, pois a simetria de translacao é perdida. No
entanto em um solido macroscépico geralmente os efeitos de superficie podem ser menosprezados
em virtude do nimero de atomos de superficie ser significativamente menor do que o nimero
de atomos no interior do sélido. Em uma estrutura nanométrica, por outro lado, o nimero de
atomos é relativamente pequeno e perde-se a simetria de translacao que caracteriza os sélidos.
Por exemplo, em um filme ultrafino com cinco camadas atomicas, duas camadas sao de superficie,
representando, portanto 40% do total de atomos do sistema. As propriedades magnéticas nesse
filme, portanto sao fortemente influenciadas por esses atomos de superficie.

— Em um sistema nanométrico percebe-se claramente o efeito de dimensionalidade. Um &tomo
ou um ponto quantico pode ser considerado um sistema de dimensdo nula. O arranjo de
muitos dtomos em torno de um eixo de simetria com as dimensbes da secao transversal na
escala nanométrica enquanto que o comprimento longitudinal muito maior do que as dimensoes

transversais caracteriza um nanofio, que é unidimensional. Um filme fino pode ter uma espessura
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muito menor do que a drea de superficie, caracterizando assim um sistema bidimensional. Um
exemplo tipico do efeito de dimensionalidade em um sistema fisico é a estrutura da bandas. Para
uma relagao de dispersao parabdlica, ou seja,
h2 k>
E (k) = ’

2m

podemos definir a densidade de estados que valera:
D(E) x VE

para o sistema tridimensional,
D(E) = cte

para o sistema bidimensional e no caso de um sistema unidimensional temos:

— Em um sistema nanométrico, a escala de dimensoes do sistema estara na ordem de nanomet-
ros. Todo sistema fisico pode ser caracterizado por comprimentos de onda relevantes, como o
comprimento de onda térmico e algum outro comprimento relevante, como livre caminho médio.
Fendémenos quanticos sao percebidos quando a dimensao do sistema é menor do que o compri-
mento de ondas térmico e/ou menor que alguma outra dimensdo que caracteriza colisdes no

sistema.

Exchange Bias

Um dos fenémenos mais relevantes para a tecnologia atual de cabegas de leitura magnéticas, ampla-
mente utilizadas em discos rigidos é o chamado exchange bias, ou polarizacao de troca. Caracteriza-se
pela interagao de troca entre os dtomos de dois materiais distintos em uma interface, sendo um dos
materiais um ferromagneto e o outro um anti-ferromagneto. Pode ocorrer também em combinagoes
possiveis de dois ferromagnetos distintos, ferri e ferromagnetos, anti-ferro e ferrimagnetos, mas vamos
nos restringir aqui a discussao do efeito de interface entre um ferro e um anti-ferromagneto. Um
exemplo tipico de uma interface desse tipo é o depésito de um filme de cobalto (ferromagnético) sobre
o 6xido de cobalto (anti-ferromagnético). A interagao de troca que surge entre o ferromagneto e o
anti-ferromagneto na interface entre os dois meios fixa a magnetizagao do lado ferromagnético. Diz-se
que o ferromagneto foi ”pinado”ou ”pinned ferromagnet”. E possivel criar uma interface compensada
ou nao-compensada, dependendo da orientacao dos planos de simetria do ferromagneto e do anti-
ferromagneto. Trata-se portanto de um efeito inerentemente nanométrico pois depende sobretudo dos
atomos de interface. Dependendo da configuracao e imperfeicoes de superficie, pode ocorrer frustracao.
Todavia a interacao geralmente deixa o lado ferromagnético magnetizado em temperaturas abaixo da
temperatura de Curie do material.

Uma manifestacao caracteristica do fendmeno de exchange bias é o deslocamento da curva de
histerese do material, conforme é visualizado na Figura 4.7. O valor de Hg é denominado campo
efetivo de troca, e corresponde a aplicacao de um campo magnético externo efetivo, ao passo que H,
é o campo coercivo, que como podemos ver, ficou deslocado em relacao a origem.

Aplicagao tipica do Exchange Bias ocorre em sistemas de GMR , para fixar a magnetizagao da

camada ferromagnética fixa, por exemplo.
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Figura 4.7: Curva de Histerese Tipica de um Sistema com Exchange Bias.

Magnetos Moleculares

Aplicacoes potenciais para os magnetos moleculares vao além das atuais e bem estabelecidas do
chamado Nanomagnetismo, onde podemos citar as cabecas de leitura de discos rigidos que possibili-
taram o aumento exponencial da capacidade de armazenamento dos HDs, memdrias magnéticas(MRAMs)
e sensores de campo magnético baseados no fenémeno de magnetorresisténcia gigante(GMR), derivando
para a realizacao de Masers de estado sélido ou para a realizacao da promissora computacao quantica,
aumentando significativamente a capacidade de processamento em relacdo a um computador con-
vencional pois estda baseado na utilizacao da superposicao de estados quanticos de um sistema fisico
que permite a computagao em paralelo de modo exponencial. O paralelismo intrinseco a computacao
quantica permite resolver problemas muito mais complexos do que aqueles que podemos resolver com o
auxilio do atual estado da arte da computacao eletréonica comum. Exemplos comuns de tais problemas
sao a fatoracao de numeros inteiros muito grandes de fundamental importancia para a criptografia e
a simulacao de sistemas quanticos de muitos corpos.

A questao crucial na possibilidade de realizar a computacdo quéantica é a escolha do sistema fisico
apropriado para obter os chamados bits quanticos (qubits - quantum bits) pois um dos principais
problemas na implementagao de um computador quéantico é a decoeréncia, que tem sua origem so-
bretudo na interacao do sistema adotado com o aparato de medida. Em um computador quantico, a
informaca@o quéantica, ao invés de ser construida por bits de valores definidos(0 ou 1) é constituidas de
qubits que podem existir em uma superposicao de estados quanticos, que no caso mais seriam apenas

dois estados, |0) e |1), e pode-se escrever o estado do qubit como
[W(t)) = a(t)[0) + b(t)[1)

onde a(t) e b(t) sao nimeros complexos arbitrarios que podem evoluir com o tempo, dependendo do
Hamiltoniano do sistema. A computacao que poderia ser realizada por tal computador seria muito
mais rapida do que em um computador classico. H&, portanto, grande interesse em saber se um
computador quantico pode, de fato, ser construido e dentre os muitos sistemas fisicos que tem sido
propostos acredita-se que os sistemas mais adequados sejam estruturas nanométricas em estado sdélido.
Atualmente é amplamente aceito que os chamados magnetos moleculares individuais sdo candidatos
potenciais na tarefa da realizacdo da computacao quantica, porque sao extremamente pequenos e quase
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idénticos, permitindo a obtencao em uma uUnica medida de uma média estatistica sobre um ntmero
muito grande de qubits.

O interesse em estudar magnetos moleculares altamente anisotrépicos de grande spin tem crescido
significativamente nos dias de hoje devido aos espetaculares efeitos magnéticos que eles exibem, rep-
resentando a fronteira entre Mecéanica Classica e o Regime Quantico. Por um lado apresentam a
quantizacao do momento magnético e por outro apresentam uma histerese magnética pronunciada,
assim como os magnetos cldssicos o fazem[4.12]. Aplicagdes potenciais para tais magnetos em tec-
nologias atuais e futuras incluem, além da computacao quéantica e o armazenamento de informacoes,
a construcao de dispositivos maser nanomagnéticos. A nomenclatura usual de Magnetos Moleculares
Individuais (em inglés Single Molecule Magnets - SMM) significa que as varias moléculas que compoem
um “cluster”de certos materiais, como o Feg ou o Mnjs (acetato de manganés) atuam como magnetos
individuais. Como cada spin é localizado em uma molécula relativamente grande de ~ 1nm?, esses
magnetos sdo dilutos por natureza com 10 — 10?*moléculas/cm3, o que é altamente desejdvel para
minimizar efeitos de interacao dipolar e portanto preservar a coeréncia quéantica. De fato, foi obser-
vado que os SMM podem ser preparadas em estados quanticos excitados onde permanecem por um
longo periodo de tempo.

Estudos detalhados das transicoes quanticas de spin e o efeito do ambiente em um experimento com
campos magnéticos girantes foi realizado na Ref. [4.13], tendo como ponto de partida o hamiltoniano
seguinte [4.13]-[4.15]:

H = —DS? + Hirans — gupB - S, (4.112)

onde D é a constante de anisotropia uniaxial, g é o fator giromagnético, up é o magnéton de Bohr,
B ¢ o campo magnético aplicado, S = S;, Sy, S, sao as matrizes de spin molecular em unidades de A,
S em geral é um spin grande (S = 10 para o Mnj3), Hirans inclui os termos nao diagonais da base
de S.. O hamiltoniano (4.112) representa efetivamente uma molécula constituida de varios dtomos de
spin 1/2, que se arranjam de tal maneira que as interagoes entre os spins 1/2 produzem uma molécula
de spin total S.

Na auséncia de campo magnético aplicado B e negligenciando as componentes transversais, o
estado fundamental de H é duplamente degenerado, correspondendo aos estados com magnetizagao
m = +S e m = —S. Para campos magnéticos aplicados fracos o suficiente(|B| < (25 — 1)D/gug) a
perturbacao transversa Hy qns associada a um campo magnético transverso B, produzem uma mistura
dos estados +S e —S originando os chamados estados tunelantes na forma

1
V2

com uma energia de separagao A. Se um estado inicial de magnetizacdo é preparado, digamos | — S),

|+) (I+5)£]=25))

existe a possibilidade de tunelamento para o estado | +.S) >, por exemplo. Dentro deste contexto dos
estados tunelantes um efeito extraordinario foi previsto, onde cristais de nanomagnetos moleculares
exibem uma relaxagao magnética gigante devido ao fenéomeno de superradidncia de ondas eletro-
magnéticas, conforme proposto inicialmente por Dicke. Em experimentos recentes de EPR a absorcao
resonante pronunciada de radiacao eletromagnética por nanomagnetos moleculares também tem sido
observada. Por outro lado uma fonte de radiacao eletromagnética coerente na faixa das microondas
pode também ser obtida quando o comprimento de onda dos fétons emitidos excede as dimensoes lin-
eares dos cristais de nanomagnetos, condicao que é facilmente preenchida para microondas. Quando
esta condicao é encontrada os magnetos moleculares que compode o cristal interagem coerentemente
produzindo o fenémeno de radiagao estimulada. Dentro de uma cavidade ressonante eles exibem uma
forte dependéncia da magnetizacao com a geometria e dimensoes da cavidade e este efeito foi observado
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experimentalmente providenciando uma evidéncia forte em favor da idéia de radiacao de microondas
coerente, abrindo a possibilidade de construgao de masers nanomagnéticos bombeados por campo
magnético. Sugere-se a leitura da Referéncia [4.16].
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Capitulo 5

Fundamentos da Spintronica

O elétron é um particula fundamental caracterizada por sua carga e massa. Podemos dizer que
praticamente todo o desenvolvimento tecnolégico da eletronica de semicondutores estd baseada no
controle da carga eletronica. Todavia a carga nao é o Unico grau de liberdade que permite manipular
as propriedades de transporte eletronico. O elétron possui um outro grau de liberdade fundamental
denominado spin, intimamente relacionado ao magnetismo. Nas ultimas duas décadas sobretudo
esse grau de liberdade tem sido explorado para dar origem a um novo ramo de estudos denominado
Spintronica. E possivel dizer que a spintronica é a eletronica fundamentada no spin do elétron [5.1]-
[5.2].

O interesse crescente no estudo da spintronica encontra-se sobretudonas potenciais aplicacoes em
nano-eletronica e tecnologia da informagao. Sao desafios correntes para a grande area da Spintronica
o desenvolvimento de um transistor de spin e outros dispositivos de controle de transporte baseado
no spin, como o controle e aplicacao de correntes de spin polarizadas por exemplo. Usualmente, as
propriedades de transporte podem ser estudadas sob dois aspectos:

— Em estruturas magnéticas multicamadas, como jungoes de tunelamento por exemplo, que sao
atualmente empregadas em cabecas de leitura magnéticas, sensores de campo magnético e outras
aplicagoes o fenémeno da Magnetorresisténcia Gigante(GMR) é o principal efeito a ser explorado.
Podemos atribuir o fenémeno a interacao do spin dos elétrons itinerantes com a magnetizacao
local. As propriedades de transporte sdo controladas nesse caso pelo controle de possiveis con-
figuragoes da magnetizacao local, através da aplicagdo de campos magnéticos [5.3];

— Controle e manipulagao da magnetizacao através de correntes de spin polarizadas, onde uma
corrente polarizada em spin interagem com um eletrodo ferromagnético livre, mudando a sua
magnetizacao através de um torque de transferéncia ds spin, um fenémeno primeiramente pro-
posto por Berger e Slonczewski [5.4]. Fenomenos novos tem sido estudados, como o efeito Hall
de spin [5.5] e surgimento de campos elétricos induzidos por forgas de spin [5.6].

Neste Capitulo pretendemos dar um panorama geral dos principais desenvolvimentos na &rea,
sobretudo na parte de estruturas multicamadas e o efeito de GMR.

5.1 O Problema do Transporte Quantico

Enquanto o transporte classico estd baseado no uso da equacao de Boltzmann, as primeiras teorias
quanticas para a condugao eletronica tinham um carater semi-cldssico. Os elétrons de condugao sao
acelerados de acordo com o teorema de Bloch, e a aceleracao é contra-balancada pelo espalhamento
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para tras devido a fonons e defeitos da rede. As segoes de choque para o espalhamento e a estrutura
de bandas eram calculadas através da Mecanica Quantica. Entretanto, o processo de balango levava
em conta apenas as probabilidades de ocupacao, nao permitindo um processo totalmente coerente.
Em muitas situacoes considerava-se que centros de espalhamento localizados em pontos diferentes do
espago interagiam incoerentemente. Teorias totalmente baseadas na Mecanica Quantica comecaram
a surgir nos anos 50 e tem diferentes origens. A formulacdo de Kubo tornou-se a mais amplamente
aceita desde entao[5.7]. A teoria quantica como descrita pela equacao de Schroedinger é uma teoria
conservativa e nao possibilita dissipagdo, permite o calculo de polarizacao de atomos, moléculas e
outros sistemas fechados, mas nao permite aos elétrons entrar ou sair do sistema. A teoria linear de
Kubo ¢é essencialmente uma teoria estendida da polarizacao com algumas hipdteses adicionais para
permitir efeitos dissipativos, como é o caso da condutancia. Nenhuma teoria que ignore o efeito das
interfaces de uma amostra com o restante do circuito permite calcular adequadamente a resisténcia
de uma amostra finita. Atualmente é possivel fabricar amostras muito pequenas de forma que os
portadores tenham uma histéria totalmente coerente e quantica através da amostra, permitindo o
estudo da condutancia nesses casos, sendo essencial levar em conta as interfaces da amostra com o
restante do circuito. Quando considerou-se o espalhamento de elétrons por um conjunto de defeitos
puntuais randomicamente distribuidos, efetuar médias de ensemble sobre todas as possiveis local-
izacoes dos defeitos tornou-se procedimento padrao. O fato de realizar médias remove completamente
os efeitos quanticos de espalhamento multiplo, que dependem da distancia entre os pontos de espal-
hamento, nao garantindo que a variagao da condutincia entre os diversos membros de um mesmo
ensemble seja pequena. A formulacao de Landauer, que expressa a condutancia em funcao das pro-
priedades de espalhamento de um sistema é especialmente concebida para calcular a condutancia de
um segmento do sistema (possivelmente desordenado) conectado a dois reservatérios (contatos) apro-
priadamente. Esta formulagdo é muito util no estudo de nanoestruturas, nao apenas como ferramenta
de célculos, mas também como uma descri¢ao fisica simples dos novos fendémenos que ocorrem em

sistemas mesoscopicos.

5.1.1 Formalismo de Landauer e Quantizacao da Condutancia

A teoria de Landauer é concebida no contexto de um sistema dado e nenhuma média de ensemble
se faz necessaria[5.8]-[5.13]. Portanto, os efeitos de flutuagoes mesoscopicas emergem naturalmente.
Em 1957 Landauer introduziu primeiramente a versao unidimensional (1D) da teoria, consistindo
de uma barreira de potencial conectada a um par de reservatorios de elétrons situados a potenciais
quimicos diferentes (fonte externa) através de fios unidimensionais ideais (ndo ha queda de potencial
nos fios). A fonte produz uma corrente que flui através do sistema 1D. A barreira é caracterizada
pelos coeficientes de transmissao 1" e reflexao R. A condutancia medida entre os dois reservatdrios
(medida de dois terminais), no caso de haver degenerescéncia de spin é dada entao por:

2

e
=7
G 7h

ou seja, a condutancia é vista como um efeito de transmissao de portadores de um lado para o outro
da barreira. Se a transmissio é perfeita T = 1 e tem-se o quantum de condutéancia e?/(7h) no regime
de degenerescéncia de spin. A teoria de Landauer aplica-se essencialmente ao regime balistico onde
o espalhamento é eldstico, mas a férmula de Landauer de dois terminais leva em conta de alguma
maneira os efeitos dissipativos nos reservatérios. H& véarias maneiras de demonstrar a férmula de

Landauer [5.7]-[5.12]. Aqui seguiremos o procedimento do Hamiltoniano de transferéncia, colocado na



108

forma a seguir:
Z tka,k’o/CLoCk/a’a (51)
ko, k/o’
onde txy ko € 0 parametro de hopping e CL »(cko) ¢ operador fermionico de criagao (aniquilacdo) para
um elétron com momento 7k e spin o. A taxa de transicao entre dois reservatérios cujo hamiltoniano
de transferéncia é representado por (5.1) é obtida através da Regra de Ouro de Fermi. A ocupagao de
estados nos reservatorios é dada pelas fungoes de distribuicao de Fermi-Dirac e os dois reservatérios

se encontram a uma diferencao de potencial V aplicado, resultando entao:

2
Wiotal = % Z |tka,k’a’|2[f(EkU) - f(Ek’a’)](s(Eka - Ek’a’ + €V) (52)

ko ko’
A expressao (5.2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

27
Weotal = 7~ ltkoxro’ |*[f (Pro) — f(Bxo + AE)|§(Exy — Fior +€V) (5.3)

ko k/o’
sendo AF = Eka — Eklgl e

of

— AE + ...
aEka Exo +

f(Eka + AE) = f(Ek’a’) = f(Eko) +

Iremos levar a expansao em série de Taylor da distribuicao de Fermi-Dirac até a primeira ordem apenas
e substituir na expressao (5.3) para a taxa de transigao:

Wtotal = Z Z | ko k'’

oo’ kK’

(Eka — Eklgl)é(Eka — By + GV). (5.4)

OE

Na expressao (5.4), apenas separamos as somas para as varidveis de spin e para as varidveis de
momento. Considerando-se o caso 1D e tamanho do sistema L podemos converter as somas nas
varidveis de momento para integrais, fazendo Ak = 2x /L, e temos entao:

277 L2
Wtotal = 2 Z/dk/dk/ |tka k'

A equagao (5.5) pode ser reescrita nas variaveis de energia, fazendo ¢ = Ej, e ¢’ = Ej, para simplificar

. (Ero — Epor)0(Ere — Eprgr +€V). (5.5)
ko

a notacao:

1 L L\ of
= de [ de |tpgpror|? | (e—€)(e—-¢ . .
v = g5 32 [ = [ @ Wnawo? () (afam) Gl - =< +en 69)

Agora, fazendo uso das propriedades da funcdo delta de Dirac e tendo em conta que a baixas temper-

aturas a distribuicao de Fermi-Dirac tem a caracteristica de degrau unitario e sua derivada também é

uma funcao delta de Dirac, podemos facilmente integrar a expressao (5.6), sendo o resultado:

Wiotal = Z oot |? (d /dk) (de’fdk’) ; (5.7)

onde os parametros acima sao calculados em ¢ = eV. A corrente é simplesmente obtida por I =

—eWqotal, Sendo e a carga eletronica:

27rhz| koo | (d /dk:) (de'?dk:’) (5-8)
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Lembrando que a condutancia é definida através da relagdo G = I/V, podemos escrever:

G = e () (o (5:9)
2k = PN defdk ) \ del Jdk ‘

As densidades de estados sdo definidas na forma abaixo:

L L
No = (dsg/dk:> » Nor= <d5;//dk’> (5.10)

e o coeficiente de transmissao do canal pode ser definido da seguinte maneira:

TUU’ = |tka,k:’a’|2NUNa’ (511)

entao podemos escrever (5.9) em uma forma compacta para férmula de Landauer:

2
e
G= S T, (5.12)

oo’

Quando a rotagao de spin nao é permitida, a condutancia de Landauer dada por (5.12) simplifica-se
para:

2
(&
G=o+ ;Tg (5.13)

e ainda mais, no caso em que ha degenerescéncia de spin, a transmissao dos dois canais de spin é
idéntica, e tem-se a expressao de Landauer que é comumente encontrada nas referéncias [5.8]:

62

G=—T
7h

(5.14)

Todo o procedimento de cdlculo mostrado acima foi realizado para o caso unidimensional em que
a degenerescéncia de spin foi removida, entretanto é necessario levar em conta a contribuicao de todos
os modos transversais para o momento do elétron. Neste caso diz-se que ha vérios canais contribuindo

para a condutancia, e podemos escrever a formula de Landauer na forma simples:

2
e
G = MZT (5.15)

onde 7T; é a transmissividade do i-ésimo canal. Conhecendo-se a matriz de transmissao ¢, outra forma

de escrever a férmula de Landauer é: )

G = %Tr(tﬂ) (5.16)
onde Tr denota o traco de matriz.

Considerando-se o caso em que a degenerescéncia de spin foi removida no regime de baixas voltagens
(até 100 mV, ja que a separacao de energias para as bandas de spin em ferromagnetos é da ordem de
0.1—0.5 eV) e baixas temperaturas, apenas o canal de spin majoritario ird contribuir para a condugao.
Se a transmissividade do canal de spin majoritario é unitéria (I3 =1 e T = 0 para a temperatura e

voltagem aplicada), obtemos o quantum de condutancia para um tnico canal

62

Gop= —
0= orn

Se a situacao é de degenerescéncia de spin, com os dois canais de spin contribuindo igualmente, tem-se

G = 2G).
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A férmula de Landauer tem uma interpretacdo muito simples: a condutancia de uma amostra é
diretamente proporcional a soma das contribuigoes individuais de todos os canais cuja transmissividade
é nao-nula. Para regime de voltagens muito baixas apenas aquele canal cuja energia encontra-se sobre a
superficie de Fermi contribui para a condutancia, mas a medida em que aumentamos a voltagem, mais
canais irao se abrir e contribuir para a condugao, de maneira que a condutancia cresce em degraus.
Na medida em que aumentamos a voltagem aplicada entre os dois reservatérios de uma estrutura,
mais canais vdao se abrindo a condutancia serd aumentada de e?/(27h), isto para o caso em que a
degenerescéncia de spin foi removida, ao passo que quando nao foi removida, os degraus na condutancia
tem valor 2e2/(2mh). Isto é o que chamamos de quantizacdo da condutancia e é consequéncia imediata
da teoria de Landauer. Estudos em pontos quanticos realizados por Van Wees et al em 1988 ¢ Wharam
et al, também em 1988 foram os primeiros a demonstrarem experimentalmente a quantizacao da
condutancia. A condicdo ideal para o aparecimento dos degraus na condutancia devido & abertura
de canais é uma transicao gradual de tamanho da regiao da amostra para o reservatorio. Mesmo que
a amostra tenha dimensoes nanométricas e o reservatério mantenha as propriedades de volume, uma
mudanca abrupta de tamanho causaria perda de adiabaticidade de movimento para os elétrons de
conducao. A transicdao gradual garante uma condicdo de adiabaticidade para os primeiros estdgios do
movimento eletronico, contribuindo para a conducao. A reflexao causada pela perda de adiabaticidade
nesse caso é pequena e a transmissividade dos canais que se abrem é préxima da unidade. Outra
condigao necessaria para o aparecimento da condutancia quantizada é que energia térmica seja menor
do que a separagao entre os canais, o que em geral ocorre a baixissimas temperaturas. Na verdade os
efeitos de quantizagdo de condutancia tem sido observados a temperatura ambiente em contatos de
tamanho atémico formados naturalmente (experimentos de Costa-Kramer et al em 1995, ver pagina
99 da Ref. [5.8]).

Nao serd mostrado aqui o célculo, que pode ser verificado em [5.8]-[5.9], porém quando a medida é
feita com 4 terminais, dois para medida de corrente, e dois para medida de voltagem, a férmula para
a condutancia aparece um pouco modificada:

G=—= (5.17)

sendo T' a transmissividade total e R a reflexividade total (T'+ R = 1).
A teoria de Landauer tem sido amplamente utilizada para calculo de condutancia e serd abordada

aqui para a analise da condutancia em nanofios e nanocontatos, como sera mostrado mais adiante.

5.2 Fendomenos de Magnetorresisténcia Gigante

A aplicacdo do campo magnético em um material é capaz de alterar as propriedades de condugao
desse meio. Em geral, os efeitos do campo magnético podem ser determinados a partir das medidas

da condutividade, definida na formas:
Ji(H)

5.18
o (5.18)

Oij =

sendo J;(H) a densidade de corrente na dire¢ao i, na presenca do campo elétrico aplicado na dire¢ao
j e do campo magnético H. Denomina-se magnetorresisténcia ao efeito de variagdo da resisténcia(ou
condutividade) em funcao do campo magnético aplicado. Uma medida usualmente empregada é a
seguinte:

AR R(H)— R(0)

M _~ 7 N7
=5 R(H)

(5.19)
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onde R(H) é a resisténcia da amostra com campo aplicado H enquanto R(0) é a resisténcia a campo
nulo. Existem intimeras variagoes da expressao acima. Em configuracoes usuais em meios homogéneos
a MR é menor que 2%. E também denominada magnetorresisténcia anisotrépica (AMR) em virtude
do fato de que o valor de M R varia com a dire¢do do campo magnético aplicado. Tem-se nesse caso
um tensor de condutividade o;; que é varidvel com a direcao do campo magnético aplicado.

Com a possibilidade de construir estruturas magnéticas de multicamadas houve um salto de valores
possiveis de MR, atingindo valores percentuais muito maiores do que 2%, dando origem ao termo
Magnetorresisténcia Gigante (GMR). Atualmente alguns sistemas apresentam valores bem maiores
do que 100%, dependendo da definigao que se use para quantificar o valor de M R, dando origem ao
termo Magnetorresisténcia Colossal. Em um sistema de multiplas camadas é convencional adotar uma
defini¢ao diferente de (5.19). Considerando-se duas camadas ferromagnéticas consecutivas separadas
por algum espacgador nao-magnético, se a magnetizacao das camadas é paralela, o sistema encontra-se
na configuragao paralela, e se a magnetizacao esta em direcoes opostas, diz-se que o sistema encontra-se
na configuracao anti-paralela, sendo a MR medida pela expressao:

_ Rap—Rp

MR
Rp

(5.20)
A seguir iremos descrever algumas estruturas usualmente utilizadas atualmente.

5.2.1 Estruturas Magnéticas de Multiplas Camandas

Os mecanismos de transporte quantico influenciados pelo espalhamento dependente do spin foram
propostos a bastante tempo, havendo trabalhos relevantes nos anos 1970, como por exemplo os tra-
balhos de Cabrera e Falicov [5.13] e de Julliere [5.14], no qual propoe que o transporte é influenciado
pela magnetizagao e polarizagdo da estrutura de bandas. Todavia somente em 1988 os grupos de Al-
bert Fert e Peter Grunberg, ganhadores do Prémio Nobel de 2007, por seus trabalhos independentes,
conseguiram demonstrar a possibilidade de obtencao de dispositivos de GMR [5.15]-[5.16].

A estrutura de multiplas camadas mais simples é aquela constituida por duas camadas ferro-
magnéticas separadas por um meio nao-magnético,que pode ser isolante, semi-condutor ou metal.
Veja a Figura 5.1.

No caso isolante, surge uma barreira de tunelamento, caso que serd tratado na secao seguinte.
Uma das camadas ferromagnéticas é pinada por um anti-ferromagneto enquanto o outro esta livre
para se orientar de acordo com um campo externamente aplicado.

Existem duas geometrias tipicas para a circulacao de corrente em uma estrutura multi-camadas
sobretudo quando o espagador é um metal nao-magnético, que sao denominadas:

— CIP (Current In-Plane): nesse caso a corrente é contida no plano das camadas. Esta geometria
foi utilizada nos primeiros experimentos de GMR.

— CPP (Current Perpendicular to the Plane): a corrente é pependicular aos planos das camadas.

Nesse caso a GMR ¢ significativamente maior do que na configuracao CIP.

A Figura 5.2 ilustra os dois casos.

A configuragdo CPP apresenta valores maiores de GMR devido a mecanismos de difusao de spin
envolvidos. Para a configuragao CIP a Magnetorresisténcia Anisotrépica pode ser medida através da
resistividade e é dada pela férmula abaixo:

p=po+Apcos® (5.21)
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Figura 5.1: Estrutura Multicamadas Tipica. A camada FM pinada faz uso do efeito de exchange bias
para fixar a magnetizacao, enquanto a outra camada FM é livre.
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Figura 5.2: Geometrias Tipicas CIP e CPP em uma configuragao Multi-Camadas.

satisfazendo uma relagdo de forma cosseno quadrado, onde 6 é o angulo entre a magnetizacao e a
corrente. O fenomeno relevante no caso CIP é o espalhamento dos elétrons de condugao por elétrons
d-localizados que respondem pela magnetizacao das camadas magnéticas, sendo ambas sujeitas apenas
ao campo externo. No caso de pinagem de uma camada ferromagnética em uma estrutura de trés

camadas a resistividade serd dada através de uma expressao da forma:
p=po+ Apcos(ty —02) , (5.22)

onde 01 e A5 sdo os angulos formados entre a magnetizacao das camadas ferromagnéticas 1 e 2 com a
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corrente aplicada no plano.

De acordo com a Ref. [5.17] a explica¢ao microscépica para a origem do efeito de GMR na con-
figuracao CIP pode ser entendida considerando o espalhamento de elétrons em um ferromagneto.
Conforme sabemos, a estrutura de bandas de elétrons d é separada em spin up e spin down, dev-
ido a interacao de troca, enquanto que a banda s que contribui mais fortemente para a conducao é
mais fracamente polarizada. Os elétrons s sao menos localizados que elétrons d e por esse motivo
contribuem mais no processo de conducgao. Veja a Figura 5.3. Quando os elétrons de conducéo sao

banda s

M M
* A
/
/\ M ﬁ / M
1 2
AP P

Figura 5.3: Estrutura de bandas tipica de um ferromagneto e processos de espalhamento nos casos P
e AP.

espalhados pelas impurezas e irregularidades da rede, por exemplo, a probabilidade de que o elétron
espalhado ocupe uma posicao na banda d é bastante significativa uma vez que a densidade de estados d
¢ maior do que da banda s. Vamos desprezar na analise os processos de spin-flip, ou seja, de inversao
de spin no espalhamento, uma vez que esses processos tem probabilidades uma ou duas ordens de
grandeza menor do que o espalhamento conservando o spin. Queremos descrever qualitativamente
o efeito do espalhamento no transporte e para tanto estamos considerando uma estrutura de trés
camadas, como ilustrado na Figura 5.3, podendo os ferromagnetos estarem na configuracao de magne-
tizacdo paralela(P) ou anti-paralela(AP). Para o spin down relativa a magnetizacdo na configuragao
AP (situacao ilustrada com o nimero 1 na Figura 5.3), ao atingir a interface, o elétron é espalhado de
volta para o lado ferromagnético de origem, com probabilidade proporcional a densidade de estados
do spin down da banda d, Dg|. J& o elétron com spin up relativo a magnetizacao na configuracao
AP (ndmero 2 na figura), ao ser espalhado deve cruzar a camada nao magnética, indo parar na outra
camada ferromagnética, devido ao fato de que a banda de spin up é majoritaria no lado ferromagnético
de origem, mas encontra-se preenchida e portanto a probabilidade de que o elétron seja espalhado para
um estado nesse ferromagneto é menor do que atravessar a interface e ocupar um estado na banda
minoritaria do outro lado da camada nao-magnética. No caso da configuragao P, o elétron de spin up
serd majoritario em ambos os lados da camada nao-magnética, e nesse caso a probabilidade de espal-
hamento se reduz, e o mesmo segue a sua trajetoria. Esta argumentagao sugere que o livre caminho
médio dos elétrons na configuracao paralela é maior do que na configuragao anti-paralela. Portanto a
resistividade anti-paralela serd maior do que no caso paralelo.

Esse fendmeno sugere uma modelagem fenomenolégica para o processo, em termos de circuitos
elétricos equivalentes. Veja a Figura 5.4. Considerando-se r a resisténcia do spin majoritario, para o
qual a probabilidade de espalhamento da banda s de conducao para a banda d e R a resisténcia do
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AP

Figura 5.4: Circuitos Elétricos Equivalentes nos casos P e AP para uma estrutura de trés camadas.

spin minoritario, sendo R > r temos:

2rR

Rp = 5.23
F R+r’ (5.23)
Rup — R;’“, (5.24)
Utilizando a defini¢ao (5.20) temos:
MR = M (5.25)
~ 4Rr ‘

Se por simplicidade assumimos camadas magnéticas com as mesmas propriedades, camada nao magnética

de resisténcia e espessura despreziveis e ainda que

A
R=—,
D,
A
?
M
onde D,, e Djy; sao as densidades de estados de spin minoritdrio e majoritario, respectivamente,

r

podemos definir a polarizagao das bandas de spin do material na forma:

Dy — D
M~ m , (5.26)
Dy + Dy,
para obter uma expressao aproximada para M R na forma:
P2
MR=— 5.27
1— P2’ ( )

que é uma expressao similar a expressao de Julliere para o estudo de jungoes de tunelamento ferro-
magnéticas.

A anélise de multicamadas separadas por materiais ndo-magnéticos metdlicos encontra-se além do
escopo geral desta apostila e envolve modelos baseados na equacao de transporte de Boltzmann para
modelos semi-classicos ou entao utiliza-se a teoria quantica da equacao de Liouville para a matriz
densidade. Em todo o caso o leitor interessado pode encontrar informacgoes no Capitulo 6 da Ref.
[5.18] de Mills e Bland, ou entdao no Capitulo 9 da Ref. [5.17].
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5.2.2 Juncgoes de Tunelamento e Magnetorresisténcia Ttnel

O interesse atual no fenomeno de GMR em jungoes magnéticas de tunelamento (MTJ - Magnetic Tun-
neling Junction) deve-se basicamente as aplicagdes em cabegas de leitura magnetorresistivas, sensores
de campo magnético, memoéria de acesso randémico nao voldteis e muitas outras [5.33]. O efeito é
baseado em um mecanismo de espalhamento dependente de spin proposto inicialmente por Cabrera
e Falicov, fazendo com que a condutancia tenha uma forte dependéncia com a polarizagdo magnética
nas MTJ’s. Tipicamente o efeito de GMR em jungoes é da ordem de 25 — 30%, e aponta para uma
larga razao das densidades de estados de elétrons majoritarios (M) e minoritdrios (m) ao nivel de
Fermi (Er)

Ny (ER)

Usualmente em experimentos de magnetorresisténcia (MR), a resisténcia para o caso em que as mag-

~20-—-25.

netizagoes nos eletrodos sdo anti-paralelas(AP) é comparada ao caso em que as magnetizagoes sao
paralelas(P). A configuragao bésica do experimento é mostrada na Fig. 5.5, onde ilustramos a con-

PARALELO ANTI-PARALELO
FM 1 FM 2 FM 1 FM 2
- > > —
B B B -B
FM1 EM2

MY (iR M

|
|
|
|
|
|
|
|
FM?2 : FM1
|
|
I
|
|
|
|

Figura 5.5: Esquema das Configuragoes do Campo Magnético B aplicado para as jungoes magnéticas
de tunelamento.

figuracao dos campos magnéticos aplicados aos eletrodos ferromagnéticos. Na configuracao paralela os
campos estao igualmente orientados, e a estrutura de bandas nos dois eletrodos ¢é idéntica, sendo que
a banda de spin majoritario e minoritdrio é a mesma em ambos os eletrodos. Ao contrério, na con-
figuracao anti-paralela, os campos aplicados tem orientagoes opostas nos dois eletrodos, produzindo
uma mudanca na estrutura de bandas de um eletrodo para o outro. Com efeito, a banda de spin
majoritario em um eletrodo, serd a banda de spin minoritario no outro.

Para a andlise que segue, uma juncao de tunelamento magnética tipica é mostrada na Fig. 5.6.
FM;j; e FM;jr sao dois eletrodos ferromagnéticos onde podemos considerar a magnetizacao fortemente
orientada ao longo da dire¢ao z, providenciada pelo alinhamento dos elétrons da banda d devido
ao campo magnético externamente aplicado. As regides TRy e TRy sdo também ferromagnéticas,
entretanto sao regioes de transicdo onde é permitida a rotacdo da magnetizacao. Essa rotacao é
devida a descontinuidade de meios, de ferromagnético para isolante (1.5), possibilitando a existéncia
de magnons de superficie nas interfaces. As regides de transicao possibilitam a rotagéo de spin de
elétrons de conducao. IS é a barreira isolante, onde os elétrons de conduc¢do nao sofrem qualquer
interacao de ordem magnética, i.e., nao hé interacao de spin dentro da barreira. Neste contexto, o
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S

Figura 5.6: MTJ tipica e suas regioes de transicao ferromagnéticas TRy e TRy;. FMr e FMyr sao
eletrodos ferromagnéticos e IS é uma barreira isolante.

Hamiltoniano total é decomposto em 5 parcelas, conforme mostrado abaixo:

Hy = ;’—m — Ao, (—0 <2< —0) (5.28)
p2
=2 / B J(x,x)F - S1(x) (=6 <z <0) (5.29)
p2
= — <z < .
Hy= 2+ Vo (0<z<d) (5.30)
2
Hy = ;)Tn - /dgzv'J(x,x')c_f- Sa(x') (d<z<d+9) (5.31)
p2
Hy; = om Ago, (d+0 < z<+00) (5.32)

sendo ¢ = (04,0y,0.) as matrizes spin de Pauli. A; e Ay se referem & interacao do elétron de
condugao com a magnetizacao devida aos elétrons d em cada eletrodo ferromagnético. J(x,x’) é a
integral de exchange entre as bandas de elétrons s e d e g € uma constante de acoplamento entre o
campo eletronico e os campos de méagnons Sq e So nas regioes de transicdo. ¢ é a largura efetiva
das regides de transigao, i.e., é a profundidade da regidao de interface, onde é permitida a rotacao da
magnetizacao. Vj € a altura efetiva da barreira e d sua largura. A quantizacdo do campo de magnons
segue novamente a transformacao de Holstein-Primakoff e tem-se como resultado

S= 25Ny <e—iq"bqé+ + e"Q'ngé,) +[s-yNS @D e, (5.33)
q

q,q9’

sendo IV o nimero de sitios na regiao de interface, S o valor de spin, bq € qu j& definidos anteriormente
como operadores de aniquilacao e destruicao de mégnons com vetor de onda q, respectivamente, é (é_)
a helicidade positiva(negativa) do magnon. Negligenciando processos de segunda ordem N >> ng =
bI,bq podemos escrever aproximadamente:

S= 25Ny (e—iq'xz)qé+ + einbgé_) + Se, (5.34)
q
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O hamiltoniano magnético de magnons, nao perturbado, para as regices de transicao, é dado abaixo

Honr =Y hwgblibg (5.35)
q

Os hamiltonianos (5.28) e (5.32) tem solugdes idénticas em forma, sendo diagonais na base de 0.
Para a forma geral H = % — Ao, as solugoes da equacao de Schroedinger HV = EWV sao:

Uy = M2y, (5.36)

U =ethizy (5.37)

sendo kt = \/2m(E + A)/h, k| = \/2m(E — A)/h, x, os spinores de Pauli

XT:<(1)> e Xl:<(1)> (5.38)

e o sinal na exponencial deve ser escolhido adequadamente para um elétron com velocidade positiva
ou negativa ao longo do eixo z.

Para os termos (5.29) e (5.31) também temos solucoes idénticas, mas nesse caso a forma geral
H= % — g [d32'J(x,x)& - S(x') é ndo diagonal na representacdo de o,. Considerando as matrizes

+

de Pauli na forma & = (67,07, 0%), sendo ot = 0% +i0Y, a acio de o nos spinores de Pauli é bem

conhecida, criando ou destruindo spin

U+Xc’ = 6alXT € U_XU = 6O'TXl

com d4, a funcao delta de Kronecker. Reescrevendo o hamiltoniano nas regides de transicao em funcao

do campo quantizado de méagnons temos
2
P —ig-x’ _ ia-x’
H= om gSAc® — g 2S/NZ/d3x’J(X,X') (e T pqo™ + €T bi{f*‘)
q

Aqui faga-se a aproximagao de que A = [ d3az' J(x,x') é constante e S* = SA. Observando também
que o produto dos vetores unitarios circulares sao é4 - é_ = é_ - é; = 1, com os outros produtos
identicamente nulos. Por esta razao o termo o' do spin do elétron é combinado com o termo de
criacdo de magnons, significando que um magnon com momentum angular negativo é criado enquando
o elétron vai do spin para baixo ao spin para cima, conservando o momento angular do sistema como

um todo. Fazendo

o) = [ e

tem-se o hamiltoniano em uma forma simplificada:
—gS*o” g\/2S/NZ( X,q)bqo” + f*(x, q)bilo“‘) (5.39)

Agora calculamos a fungao de onda do elétron através da teoria de perturbagoes, sendo a perturbagao

providenciada pelo campo de magnons:

p2
Hy= — — ¢gS%c~ 5.40
0 om go o ( )

— _g\/WZ( x,q)bqo ™ + f*(x, q)bLaJr) (5.41)
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O hamiltoniano de interagao (5.41) produz transicdo entre os estados de mdagnons com diferentes
numeros de méagnons no espago de Fock. A solucao completa é um produto tensorial dos estados
de magnons com a funcao de onda do elétron. Os auto-estados que fazem ambos o hamiltoniano
de mégnons (5.35) e (5.40) diagonais sao {|k,o > ®|nq >} = {|k,0;nq >}. Entretanto estamos
interessados apenas em obter as funcoes de onda de elétrons e os estados de nimeros de magnons
serao omitidos, i.e., podemos realizar uma média através da matriz densidade de magnons. A teoria

de perturbacoes em primeira ordem fornece

< \IJL|H[|\I/T >

Uh >= |0 > U, >
| Wy >+ B B, v,
_ < \I/T’H[‘\Ill >
) = U _ |
U™ >= v >+ E - Wy >
sendo By — E| = —2¢957 = —2gAS. Explicitamente temos:
f(CI)\/nq
Ut >= Uy > +—— (T > 5.42
| |y 2SAN| l (5.42)
* Ng + 1
U™ >= U > —f(q)—q\\I/T > (5.43)

V2SAN

As fungoes (5.42) e (5.43) devem ser renormalizadas e sao solugoes vdlidas para (5.29) e (5.31). Para

baixas temperaturas nq — 0 e temos aproximadamente:
O >=|T; > (5.44)

_ _ f(a)
|\If >= ‘\I/l > \/m’\PT > (5.45)

o que significa que o estado de spin para cima (|¥; >) nao interage com o campo de magnons enquando
o estado de spin para baixo (|]¥| >) interage com o campo de magnons pelo processo de emissao.
Notemos portanto uma certa assimetria quanto a temperatura é o zero absoluto. Para temperaturas
mais altas um nimero aprecidavel de magnons se faz presente e tanto a emissao quanto a absorcao de

magnons ¢ permitida e as funcoes de onda sao reescritas como segue
|OF >=sina|¥; > +cosae ¥ > (5.46)

|0~ >=cosa|¥; > —sinae || > (5.47)

Este caso tem sido ainda objeto de estudos, e podemos representar uma magnetizacao efetiva através
de um angulo «. Finalmente, o hamiltoniano de barreira (5.30) nao tem interagoes de spin, sendo

diagonal na base de o, e a solucdo mais simples escrita na forma abaixo:
U = (Axt1 + Bx)e’* + (Cx1 + Dx)e” 7* (5.48)

onde v = /2m(Vp — E)/h, Vj > E.

Agora que temos as solugoes gerais para os hamiltonianos (5.28) até (5.32), cada um deles repre-
sentando uma das 5 regides distintas, F'My, TRy, IS, TR;r e F'Mj;, necessitamos fazer as solugoes ¥
e dVU/dz continuas nas interfaces. Isto serd feito a seguir.
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Obtencao dos coeficientes de tunelamento:
a dependéncia com o spin

Para determinar os coeficientes de transmissao dependentes do spin para a estrutura FM-IS-FM
o método das matrizes de transferéncia é o mais usual, considerando que na regiao F'M; a funcao
de onda de elétron é composta por uma parte incidente e uma parte refletida ¥; = W;,. + Voo,
obedecendo as formas (5.36) e (5.37):

U, = (ITeikTZ + RTeiisz)XT + (Ileiklz + Rleiiklz)xl (549)

I; (1)) representam as amplitudes de uma onda incidente com spin para cima (para baixo) e Ry (R)),
a amplitude das ondas refletidas com spin para cima (para baixo). A func¢do de onda entre os dois
ferromagnetos semi-infinitos é facilmente obtida e nao serda mostrada. A onda transmitida ao eletrodo
F Mypy, propagando para frente no eixo z-axis é escrita abaixo:

U, = Tre™ %y + T e*iy, (5.50)

sendo T} e T| as amplitudes de transmissao com spin para cima e spin para baixo, respectivamente.
A equacao de matriz de transferéncia é obtida fazendo a imposicao de continuidade para as fungoes
U e suas derivadas primeiras d¥/dz nas interfaces, e este procedimento resulta em

IT TT
S IS VA VA VA VAT (5.51)
I, T,
R 0
sendo as matrizes M;, j = 1,2...5 definidas como segue:
o (Mo 0 (5.52)
1= 0 Ml_ll :
sendo 0 uma matriz nula 2 X 2 e:
o—ikio cik1 o—ikio ciky 6
My = < ikTe—ikTé _ik,TeikTé ) My = < ikle—iklé _ik,ieiklé )
. bic1 A+ bacsB  bicoA + bacy B
M; = ( bsc1 A + bicsB  bgcag A+ bycaB (5.53)
com
A cos(kid)  —(ky) tsin(kyd) and B — cos(k_0)  —(k_)"'sin(k_6)
~\ kg sin(kyd) cos(ky ) ~\k_sin(k_9) cos(k_9)
([ C 0 B cosh(yd)  —v~!sinh(vyd)
Ms = < 0 C ) sendo €= ( —sinh(yd)  cosh(vd) (5:54)
. bici A + bQC3BI bico A’ + bocy B
My = < bsci A" + bycs B bsca A’ + byca B’ (5.55)
sendo

B cos(k'.0)  —(K\ ) 'sin(ky6) e B— cos(k'8)  —(k_)"tsin(k"9)
A= ( K, sin(J/;:LcS) tos(kzﬂré) > B= < k' sin(k’9) cos(k"9) >
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_( Msp O
M5_< 0 Mﬂ) (5.56)

JRLACEE )R AT I
Mst = ik} ) g Ms, = )

Os parametros b; e ¢; sao coeficientes dependentes dos magnons:

NT 2= N—2NAlS
by fla)ynq by = 1 (5'57)
N+,/2N|A|S N=

1 _
qu+Q+MMVWM%Hv @:AH<\0MA9+f@WM>

2NTA[S f(@y/na+1l = /2N|A|S

. . (5.58)
cy:N_(F@¢%+{%¢WAB> (M:Aﬁ<1+U@WVMWﬁﬂ>

V/2N|AlS f@)ynq 2NTA[S

com N* = /T T ng[F[@P/2NIA[S) e N~ = \/T+ (nq + DIJ @/ 2NIA[S).
A equacao (5.51) permite-nos determinar T} e T diretamente em termos das amplitudes incidentes

I e I e dos elementos da matriz M = [M;;]. E facil mostrar que
__ Msshy — Ml

My Mszz — MizMs,
T — Mllll _M31[T
b7 Myt Mss — MysMs,

mas agora nos iremos definir coeficientes mais apropriados considerando que a onda incidente é somente

T

(5.59)

(5.60)

spin para cima ou somente spin para baixo o que significa que I+ # 0 e I| = 0 no caso de incidéncia
com spin para cima e It = 0 e I| # 0 em caso contrario. Isto define novas amplitudes, conforme segue:

I Mss

Thr = = 5.61
T Iy Mii M3z — My3Msy (561)
T —M
Ty =t = 31 (5.62)
Iy My M3z — My3Ms;
T —M
T =21 = 13 (5.63)
I} M Msz — MizMs
T My
T, == (5.64)

I, MiiMsz — MizMs

O significado dos coeficientes (5.61) até (5.64) é dado da seguinte maneira: T} é a amplitude
de probabilidade para um elétron incidente com spin para cima ser transmitido através da barreira
sem spin flip, enquanto que 7% é amplitude de probabilidade de um elétron com spin para cima
seja transmitido para o lado direito rodando o spin. Analogamente segue a explicagdo para um
elétron incidente com spin para baixo sendo as amplitudes dadas por T|; para girar o spin e 7|
conservando o spin. As expressoes exatas resultantes do que foi discutido acima sao na verdade
extremamente complicadas. Ao invés de mostra-las nés iremos proceder fazendo a consideracao de

baixas temperaturas, onde nqg — 0 e simplificagoes sao possiveis. Neste caso b3 = co = c3 = 0,
bicy = bycy = 1, bacy = a = —f*(q)//2N|A|S e as matrizes My e M, simplificam para as formas

abaixo: ) o )
aB aB
My = < 0 B > My = ( 0 B ) (5.65)
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Se consideramos magnons de superficie apenas a dimensao § deve ser pequena em comparagao com a
largura efetiva da barreira, e outra aproximacao é possivel, expandindo as matrizes A, A’, B, B’ em
ké — 0. Como resultado final de M = My My MsM,Ms temos:

A MEQMQTQQME%MQL
- 0 My 'CMs,

Oé(MA + MB/)C+ QOZCMB/

+6 MAC + CMy
0 MpCMp

>+O®% (5.66)

sendo M4, My, Mp e Mp: as matrizes residuais de A, A’, B e B’, respectivamente, devido & aprox-

imacao ké — 0, e escritas explicitamente abaixo:

) = e 3)
0 -1

va= (e ) M= (e o)

Tomando os primeiros termos, i.e., negligenciando o termo em ¢ nos deixa com:

0 —1
M:(%Po

1| i AW _
My = —e™ 1+ — h —_—— h
1= ge ( + P cosh(yd) + i e sinh(~d)
Gk k/i T kli .
Mg = ae™ || 1+ — | cosh(vd) +i [ — — — | sinh(vd)
i ky ki ]

1
Mss = ielki

As amplitudes de transmissao podem ser agora calculados através das férmulas (5.61) a (5.64). O
resultado para as probabilidades de transmissao sao mostrados abaixo:

4

Ty |? = <1 . 2)2 B <<k$+vi>%<j2;2+v2>> sinh2(yd) (5.67)
71> =0 (5.68)
uw%ﬁ@gﬁngG+£Y+Cﬁﬂg§+ﬂ%m%® 560
T T
Ty * = e “Q+j5(y2+7% (5.70)
G+%)+<l%;>gm%m

As equacgoes acima estdo em absoluta concordancia com o que é esperado intuitivamente. Em baixas
temperaturas, somente emissao de magnons é possivel, e por esta razao |1} i|2 = 0 é requerido. A
probabilidade de tunelamento direto, sem girar o spin, é aquela obtida para uma particula de spin 0 em
uma barreira assimétrica enquanto que para o tunelamento assistido por magnons, esta é proporcional
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a uma fungao dependendo do acoplamento dos magnons com elétrons | f(q)|?/2N|A|S. Considerando-
se os termos de ordem maior em ¢§ a probabilidade de transmissao com spin-flip serda aumentada. Para
voltagens baixas, podemos aproximar as expressoes acima com yd >> 1 fornecendo:

Ty |2 16k17° (—2+d) (5.71)
mh = 7 expl{—<«ya), .
(k7 +92) (K +12)
Ty, ” =0, (5.72)
64|f(a)| K
T |* = . exp(—2vd), 5.73
16k2~2
T, = L exp(—2~d). 5.74

Facilmente podemos notar que os coeficientes de transmissao acima sao produtos do coeficiente de
tunelamento para uma particula de spin zero, com uma funcao de acoplamento. Os termos corretivos
podem ser encontrados resolvendo a matriz M diretamente sem nenhum tipo de aproximacao. Pode-
mos intuitivamente construir os coeficientes de transmissao para temperaturas mais altas, em primeira
aproximacao, onde o nimero de magnons nao € zero e a absorcao pode ocorrer:

| Ty |2 16k¢” (—2vd) (5.75)
= ; exp(—2vyd), :
TR AR +?)
T |2 _ 4|f(Q)|2nq 161{;%72 exp(—2vd) (5.76)
T ANIAIS (D) (R ) |
Af(@lP(ng+1) 16K}y
Ti1]? = d , exp(—2vd), 5.77
16k2~2
1T, = L exp(—2vd). (5.78)
1 (kf+72)(k12+’>’2)

De fato, com o aumento de temperatura, algumas correcoes aos coeficientes sao necessarias, mas o
resultado acima pode explicar as propriedades principais de transporte para uma juncao de tunela-
mento magnética com boa precisao, e aqui justificamos os coeficientes de transmissao ja utilizados
anteriormente neste trabalho. No6s devemos lembrar que f(q) é também funcao de k e k/, pesada
pela integral de troca J(z, '), a omissao é apenas por questdo de conveniéncia. Outro modo de en-
tender as férmulas acima obtidas é escrever diagramas de Feynman para os processos mas estes nao
serao mostrados aqui. O elétron interage com o campo de méagnons e com a barreira. Em ordem
zero em ¢, o elétron interage com méagnons de superficie antes de ser transmitido ou é transmitido
diretamente. A interacdo entre elétrons e o campo de magnons é representado por uma funcao de
acoplamento, enquanto que para o processo de transmissao direta este acoplamento é unitario. Nos
processos envolvendo mégnons o momento total do sistema elétron-mégnon deve ser conservado. A
interagao com a barreira é sempre a mesma que para uma particula de spin zero, sendo o acoplamento
exatamente igual ao coeficiente de transmissao com o momentum incidente e transmitido apropriados.
Outra importante observacao tem que ser feita agora: somente a componente z do momentum total do
elétron incidente e transmitido deve ser considerado. Devido a quantizagao do momentum transversal,

a energia total do elétron deve ser pesada por alguma constante n fazendo E, = nFE.
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Propriedades de Transporte da MTJ: O efeito da temperatura

Agora que demonstramos a obtenc¢ao dos coeficientes de transmissao dependentes de spin para uma
MTJ tipica, as principais caracteristicas do transporte, como a condutancia serdao obtidas tomando
em conta o efeito da temperatura. A corrente total que passa através da juncao é simplesmente

= / ded " (Toor () NF (e = VINS(e) fule = V)[1 = fr(e)]-

Tora () NE(e = VINE(€) frle)1 = fule = V)]). (5.79)

sendo € = F — Ep, Er a energia de Fermi, N%(¢) as densidades de estados de elétrons com spin

o, a = (R,L) denotam o eletrodo, e f(e) = (exp[z=7] + 1)~ é a distribuicio de Fermi-Dirac, kg
a constante de Boltzman e T a temperatura absoluta. Novamente utilizaremos R = G~', onde
G = dI/dV. A magnetorresisténcia é simplesmente dada por % = (Rap — Rp)/Rap.

No regime de baixas voltagens, utilizamos a mesma expansao das densidades de estados em séries
de Taylor préximo ao nivel de Fermi, como anteriormente neste Capitulo, e tomamos os parametros

(??) em consideragao, sendo mostrados novamente abaixo

()
r=|-— ,
Nm )
\= dNyr/dE
~ \dN,,/dE
1 dN,
= (%),
onde todas as quantidades calculadas ao nivel de Fermi. A corrente total (5.79) pode ser decomposta
em um termo conservando spin, que € a corrente direta, e outro envolvendo espalhamento por magnons.

A corrente direta, se pudermos aproximar as probabilidades de tunelamento em ambos os sentidos
como sendo idénticas, é dada aproximadamente por

2 \%
I= % de (TTT(E)NTL(G —V)NE(o)+
0

T () NE(e = VINF(e) ). (5.80)

O coeficiente de transmissdo é escrito como em (5.75) e (5.78). Podemos substituir k, = \/2me(e — A,)/h>
e v = +/2me(Vy — €)/h2 simplificando para o caso Vy >> A,:

16(A + 77¢) ned

Ty = ——— 10 exp[~1.024d+/ V] exp| ],
Vo(1 + 215 v
_16(Ay Fme) o«

n
AiJrAl) exp[—1.024d+/ V] exp[ﬁ
Vo

com a largura d em Angstroms e energias em eV. Conforme discutido anteriormente se Tty = T,

T, =

—— I,

entdo podemos calcular o parametro r através do valor experimental de AR/R a voltagem nula

r:%+ Al 2—1, (5.81)
1 - T‘v:o (1 - ?Rlvzo)
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nao dependendo dos parametros da barreira. Tal expressao precisa ser modificada ligeiramente se
T} # 1)) para a expressao mostrada abaixo:

~ 1T ﬁ;/AT b | L AJA AL (5.82)
2(1 - T‘V:O) (1 - %‘V:O) A1
Consideremos entretando que A|/A; = 1 e o resultado final para a condutancia direta em 7" = 0°
K serao as expressoes (??7) e (?77) para a configuracao paralela e anti-paralela, respectivamente.
Avaliando agora o tunelamento assistido por magnons, podemos explicar a anomalia de zero bias
e o efeito da temperatura. Os coeficientes de tunelamente indireto sao dados por:

n(w)  16(At + ne)

d
exp[—1.024d+/Vp] exp| o],

T p— 7
1=l )N|A\S Vo(1 + AL Vo
n(w)+1 16(A] + ne) ned
T\ = —1.024d+/ ——

Vo(1+ ——+

sendo p(w, €) = 2|f(w, €)|?g(w) a densidade de estados de magnons, g(w) vem da Jacobiana da trans-
formagao na integral da varfavel q para a varidvel w, n(w) = (exp[z 7] — 1)~! é o nimero de magnons,
dado pela distribuicao de Bose-Einstein, incluindo af efeito de temperatura. As correntes de emissao

e absorciio de magnons sio escritas como segue:
o =525 [ de [ do(Ti(@ONHE =V + N il ~ V + )L~ fal)-
~Ty1()N{(e =V + w)NfH(e) fr(e + V = w)[1 = fr(e)] , (5.83)
s = 552 [ de [ do(Ti(@NEe =V + 0N ule =V + )1 - fal0)-

—TT/l(e)NlL(e -V + w)NTR(e)fR(e +V —w)l-frle)] . (5.84)

E bastante simples obter a condutancia se considerarmos a distribuicao de Fermi-Dirac ainda em
forma de degrau, considerando a densidade de estados e coeficientes de tunelamento constantes no
intervalo de integragao, tomando a derivada da expressao com respeito a V. Considerando a densidade
de estados de mégnons na forma p(w) = aw™ exp[—b(w — wp)™] nés obtemos em forma aproximada

Gem = m exp[—1.024d/Vp) (Nf(O)NTR(oH
+2NTL(0)N§(0)) /w CV+kBT e " expl~b(w — )"} (1 + eXp[jT]_l) (5.85)

Gaps = m exp[—1.024d\/Vp] (Nf(O)NTR(O)—i—
+iiNTL(0)NlR(0)) /w CVMBT dw W™ expl—b(w — WO)m]em[k;T}—l . (5.86)

Desse modo, a condutancia total é dada pela soma G = G4+ Gem + Gaps € a resisténcia diferencial
é prontamente obtida (R = G~!). Considerando por simplicidade que n = 1 e m = 2 na densidade
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de estados de magnons, e esse procedimento naturalmente inclui um corte no espectro de méagnons.

Fazendo as definigoes abaixo

V+kpT
A (V) = / dw wexp[—b(w — wp)?]

V+kgT ) 1
AQ(V) = /u;c dw wexp[—b(w — CUO) ]W
obtém-se .
_ = —b(wo—we)? _  —b(V4+kpT—wo)?
A (V) 5 (e e
VTbwoE[VB(V + kpT — wo)] + Erf[vVb(wo — wc)])
e =
B kT bﬂ') 1 wo
AalV) = == el 77 ~ 5y
y (Erf[1 + 2VbkgT(V + kpT — wo)] B Erf[1 + 2vbkpT (w, — wo)])
2VbkpT 2VbkpT

onde Erf(z) é a fungao erro, definida como segue:

Erf(z) = \; /Ox exp|—t2/2]dt

A2(V) é zero para T' = 0°K. Os produtos das densidades de estados sao dados abaixo

A A
Wha INER( 24 L)y
P Ay A

A+ AL+ A
WI%%]N,I;F l—i——i ! Ly
Ay

Ay A
Wip = INJP (T + 57
Ay A

A AL+ A
w2, ~INFI2 |1 1 1 1.2
AP | m| + AT + AT r
e entao o resutado desejado é encontrado finalmente

p _ 32meal;

Ap  32meal;

GAP G _ oern=r=
em + abs N’A‘S‘/O

exp[—1.024d+/Vp] (W}lPAl(V) + WipAz(V))

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

Na Fig. 5.7 nés mostramos a resisténcia obtida com as férmulas acima para T = 4.2°K e para

T = 300°K. Os dados experimentais sdo para uma juncao Co/AlaO3/CogyFesy, conforme a Ref.

5.31]. Os seguintes parametros foram utilizados: d = 1.0 nm, Vp = 3.0 €V, NI = 1.0 em unidades
[ g m

normalizadas, r = 2.21, A = 0.1, 8 = 2.85, e n = 0.1. O parametro ]\2,“172&7 atua como sendo a razao

T/ / T% na anélise das seccoes anteriores, que tomamos como parametro de ajuste e nés utilizamos aqui

20‘AT

NAIS = 1/35. Os parametros da densidade de estados de mégnons sao: wy = 16meV, w. = 4meV e

b =500 eV~2. A densidade de estados de mégnons nao ¢ da forma y/w como se poderia esperar para

mégnons de superficie, entretanto, a densidade espectral dependente em w elimina a divergéncia em
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Figura 5.7: Resisténcia como funcao da voltagem e da temperatura para as configuragoes P e AP:
resultados experimentais sdo as linhas pontilhadas retiradas das Refs. [5.31] e os célculos teéricos
(linha cheia) foram calculados com o seguinte conjunto de parametros: d = 1.0 nm, Vy = 3.0 eV,
NI = 1.0 em unidades normalizadas, r = 2.21, A = 0.1, 8 = 2.85, e n = 0.1, ;Tﬁﬂs = 1/35,
wp = 16meV, w, = 4meV e b = 500 eV~2. Resisténcia é dada em unidades arbitririas normalizada
com relacao ao pico.

w = 0 e poderiamos ter escolhido w. = 0 para o corte inferior. O valor de wq utilizado, que representa
o pico, estd em acordo com o valor experimental da Ref. [5.32]. As funcoes W' sido definidas como
WE =W2/2 = 15|NL|?r e Wip = W2,/2 = [NE|2(1.2 + 1.772). A corrente direta para T = 300°
K foi considerada idéntica aquela para T = 0°K, apenas com um offset de voltagem equivalente
ao potencial térmico (V' ~ V + kgT), o que significa que negligenciamos os efeitos de temperatura
nas distribui¢oes de Fermi-Dirac, como ja mencionado anteriormente e os efeitos térmicos entraram
sobretudo através dos processos com magnons. E importante notar que a MR decresce com o aumento
da temperatura (AR/R =25% aT = 0°K e AR/R = 20% a T = 300°K ), conforme esperado, devido
ao fato que, para o alinhamento AP a resisténcia decresce mais rapidamente que para o alinhamento P.
Isto é uma consequéncia dos processos ineldsticos envolvendo méagnons, que dependem do produto das
bandas de spin majoritarias N A}ZN ]\}2 para a configuragdo AP e do produto Nt N ]{} para a configuracao
P. O comportamento global esta bem explicado e a anomalia de zero bias tende a desaparecer com o

acréscimo da temperatura. Isto seria muito mais evidente se tivéssemos incluido o efeito térmico na
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funcao de Fermi-Dirac, conforme foi mostrado em [5.31].

5.2.3 Efeito de GMR em Nanocontatos

O estudo de nanocontatos ferromagnéticos esta bem relatado na literatura corrente [5.19]-[5.29]. Nesta
secao queremos apresentar um breve resumo acerca dos valores experimentais que tem sido observados
atualmente referente a magnetorresisténcia de nanocontatos, bem como falar da forma construtiva de
nanocontatos feitos mecanicamente e da configuragao experimental utilizada. Para uma revisao recente
acerca das técnicas e resultados mencionamos a referéncia [5.28]. A magnetorresisténcia balistica
exibe um escalonamento universal em contatos atomicos ou nanométricos. Considerando-se os dados
experimentais para a condutancia, encontra-se que, normalizando o valor da magnetocondutancia com
relagdo ao seu valor maximo, escalonando a condutancia com relagao a condutividade do material de
volume,e fazendo o grafico de MR em funcao da condutancia escalonada, os dados seguem uma curva
unica que independe dos materiais que constituem o nanocontato [5.27]. Os resultados experimentais
de Garcia concordam com a teoria que leva em conta espalhamento dependente de spin através de
uma parede de dominio magnética. Valores grandes de magnetorresisténcia balistica (BMR - do
inglés, ballistic magnetoresistance) tem sido observados em nanocontatos ferromagneto-metal e semi-
metais-6xidos. Muitos nanocontatos exibem a condutincia quantizada, indicando que os nanocontatos
menores consistem de apenas poucos atomos. O efeito magnetorresistivo em nanocontatos excede a
GMR e a TMR a temperatura ambiente e tem aplicacdes potenciais em memorias nao volateis e cabegas
de leitura de discos rigidos. Garcia et al. tem observado valores de BMR acima de 300% e nanocontatos
construidos mecanicamente, de varios metais ferromagnéticos e acima 700% em nanocontatos de Ni-
Ni eletrodepositado [5.22]. Verluijs et al. observaram valores de BMR de 540% em nanocontatos
mecanicamente construidos de ferromagneto meio-metalico Fe3Oy4, € mais recentemente valores de
3000% tem sido observados em nanocontatos Ni-Ni eletrodepositado. Apesar dos valores de pico da
MR serem muito similares em todos os sistemas acima citados, o regime em que o maximo ¢ atingido é
muito diferente. Em nanocontatos mecanicamente formados entre metais, a maxima MR é encontrada
para o quantum de condutancia Gy = e2/h (ou Ry = 12.9k€2), sugerindo que o mecanismo dominante
de transporte na nanoconstricao é balistico enquanto que para o nanocontato Fe3O4 o méaximo é
encontrado em altas resisténcias acima de 100k€2 sugerindo que o tunelamento esté envolvido.

A Ref. [5.27], de Garcia et al. apresenta observacoes de MR em varios tipos de nanocontatos
como Cr0Os — CrOs e heterojungoes CrOs — Ni. CrOs é um ferromagneto meio-metalico. Combi-
nando todos os dados existentes na literatura mostrou-se que o valor de AG/G versus G (onde G é a
condutancia) colapsa em uma curva Unica, apés escalamento apropriado da condutancia. Portanto o
mesmo mecanismo, i.e., transporte balistico através do nanocontato parece ser responsavel pela BMR
em diversos regimes de condutancia, dos metais normais (N, Co, Fe) aos semi-metais (CrO3), até um
isolante (F'e30y4). Isto implica em uma universalidade do mecanismo de BMR indicando que o efeito
pode ser observado em uma classe muito ampla de sistemas ferromagnéticos. Na Fig. 5.8 mostra-se o
esquema experimental, com um nanocontato formado mecanicamente.

Nanocontatos podem ser formados mecanicamente utilizando um microposicionador para fazer o
contato entre dois eletrodos de Ni com 2mm de diametro e extremidades adequadamente arredondadas
e polidas. Para rigidez mecéanica e minimizar efeitos térmicos e magnetoestritivos, os eletrodos de Ni
sdo colocados em um orificio perfurado através de um bloco de Teflon. A estabilidade mecéanica deste
sistema é um ponto critico para os experimentais. Quanto ao problema da temperatura, o efeito de
quantizacao da condutancia pode ser observado a temperatura ambiente, de acordo com a literatura
corrente [5.19]. Campos magnéticos acima de 150 Oe sao aplicados separadamente aos eletrodos de
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Figura 5.8: Esquema do aparato experimental.

Ni e governados por correntes AC ou DC. O campo magnético AC e a resisténcia sdo monitorados
simultaneamente através de um osciloscépio digital com todas as medidas tomadas a temperatura
ambiente e no ar. Experimentos em amostras magnéticas e nao magnéticas sao realizadas através do

aparato da Fig. 5.8.
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Figura 5.9: Dados tipicos de magnetocondutancia para um nanocontato CrOs — CrOs retirados da
Ref. [78]. O desligamento do campo AC é indicado pela flecha.

Os dados de magnetocondutéancia tipicos gravados em um osciloscopio digital sdo mostrados na
Fig. 5.9. A linha fina indica o campo magnético aplicado a um dos eletrodos de Niquel. A linha grossa
mostra a corrente através do nanocontato a uma voltagem de 100mV. Como podemos perceber, como
um dos campos magnéticos é DC e o outro é AC, quando ambos estdao em fase, ou seja, sao paralelos,
a corrente é maior, indicando que a resisténcia configuragao paralela é menor (maior condutancia), ao
passo que quando os campos estao defasados de 180°, ou seja, na configuracao anti-paralela, a corrente
é menor indicando maior resisténcia (menor condutancia). Observa-se que quando o campo AC é
desligado o fendmeno desaparece, indicando que o espalhamento dependente do spin estd presente.

Na Fig. 5.10 a MR normalizada como fungao da condutancia do nanocontato normalizada pela
resistividade do material é mostrada. Tal figura foi retirada do trabalho de Garcia, apenas para
ilustrar o escalamento das propriedades de MR, ou seja, independente do material, todos seguem uma
curva idéntica de MR em funcéo da conduténcia, desde que adequadamente escalados. O pico da MR
acontece quando apenas um canal contribui no transporte, ou seja, no quantum de condutancia.

A analise do fenomeno de MR em um nanocontato através do formalismo de Landauer, para o

transporte balistico foi realizada em [5.29]. Considere R; e Ra sao dois reservatérios ferromagnéticos
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Figura 5.10: MR em funcao da condutancia do nanocontato, normalizada pela resistividade do mate-
rial, em relagio & resistividade do Ni. O maximo valor de MR acontece em Gy = e2/h.

(eletrodos) entre os quais um nanofio é colocado (pode ser construido por tragao de um bulk cilindrico
ferromagnético). Campos magnéticos externos sao aplicados a cada eletrodo ao longo da diregao z
(que nés escolhemos para ser a mesma da orientagao do nanofio modificam a estrutura de bandas dos
reservatorios e determinam a distribuicao de spin ao longo do nanofio impondo condigoes de contorno
nas extremidades do nanofio, que interagem com os reservatérios Ry e Rs. O sistema constituido
pelos dois reservatérios e o nanofio estard em uma configuragao paralela (P) se o campo magnético
aplicado tem o mesmo sentido em ambos os eletrodos e estard em uma configuragao anti-paralela (AP)
se o campo magnético aplicado a Ro tem sentido oposto em relacao ao do campo aplicado a R1. No
esquema P as bandas de spin majoritarias e minoritarias sao as mesmas em ambos os reservatoérios.
Em contrapartida, para o alinhamento AP a banda de spin majoritaria em Rj serd a minoritdria em
Ro. Por simplicidade consideramos que os elétrons d nao participam da condugado sendo responsaveis,
principalmente, pelo hamiltoniano magnético do tipo Heisenberg-Ising para uma cadeia de spins com

N sitios, conforme segue:

N—-1 N N
Hy =—J Y SiSi—gY HiSi—h> (S +57) (5.95)
=1 i=1 =1

onde J é a energia de troca entre sitios vizinhos e g uma constante de acoplamento relativa ao campo
magnético efetivo H? e o spin local no nanofio. O campo magnético efetivo é proveniente da interacao
entre o nanofio e os reservatorios e pode ser muito maior em magnitude do que o campo aplicado
externamente aos reservatorios. O campo externo é responsavel pela magnetizacao dos eletrodos.Em
termos classicos, pode-se pensar em um campo externo H? aplicado aos reservatérios orientando os
dominios magnéticos do volume, sendo a magnetizagao resultante dada por M? = yH?, com x da
ordem de centenas ou milhares em eletrodos ferromagnéticos. Uma vez que a magnetizagdo estd
estabelecida, o nanofio interage principalmente com a magnetizacdo. O caso mais simples é considera
que H; = 0 exceto nos extremos do nanofio, com |H;| = |Hy| = M impondo as condiges de contorno
para o hamiltoniano magnético. O hamiltoniano (5.95) permite desse modo o célculo da distribuicao
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de spin ao longo do nanofio, na auséncia dos elétrons de condugao.

Percebe-se facilmente que este hamiltoniano é nao-diagonal na base de S*? devido ao termo h.
Este termo nao diagonal representa tanto o acoplamento entre as componentes transversais do spin,
um campo magnético efetivo transverso proveniente do acoplamento spin-érbita para os orbitais d ou
ainda um campo magnético transverso externamente aplicado (microondas por exemplo) que pode ser
confinado a regiao do nanofio. A configuracao P favorece o alinhamento de todos os spins enquanto
que no esquema AP a existéncia de paredes de dominio é permitida ao longo do nanofio. Consideremos
agora o hamiltoniano de elétrons de conducao

2

H. = /d3x Ul (x) <2p +~H -0+ V(z)> U(x) (5.96)
m

sendo ¥(x) o campo fermionico(destréi um elétron no ponto x), p?/2m o termo de energia cinética,

'yﬁ - & o termo de Zeeman(o qual pode ser desprezado, em geral) e V(z) a energia potencial devido

ao potencial de rede superposto a uma voltagem aplicada. A interacao entre spin eletronico e a

magnetizacao local é simplesmente a troca entre elétrons d e elétrons de condugao

Hp = —AZ/dBX U(x)S; - 7 0(x — x;)¥(x) (5.97)

onde A é a energia de troca entre elétrons tipo s e d localizados, & sdo as matrizes spin de Pauli e §(.)
a fungao delta de Dirac. Expandimos agora ¥(x) em orbitais atomicos, considerando em cada dtomo
do nanofio apenas dois orbitais do tipo s, um para spin para cima (1) e outr para spin para baixo (]),

Ccomo segue

\II<X) - Z ¢ia(x)§a

sendo &, os spinores de Pauli e ¢;, 0s orbitais atémicos do i-ésimo sitio com spin o, e o resultado final

7

(§]
H, = ZEic;racig + Z tfijc:j'.o,cja' (5.98)
io i#£j,0
H; = —AZ Gijn {CLCJ-TS;{ + CZTleS; + (C@T'chT - CL%) S’fl} (5.99)

9n
sendo ¢; a energia intra-sitio, ¢;; o parametro de hopping, c;-ra (cis) 0 operador de criagao(aniquilagao) de
um elétron de condugao com spin o no i-ésimo sitio, ¢;j, uma funcao determinada por orbitais atomicos
e a superposi¢ao dos orbitais localizados em diferentes sitios. O modelo apresentado é simplesmente o
modelo de Anderson para o transporte por hopping levando em conta o spin eletrénico em uma rede
ferromagnética. Observando o hamiltoniano total, que é composto por (5.95), (5.98) e (5.99) pode-se
facilmente concluir que a dindmica do sistema é muito complicada devido a influéncia mutua entre
magnetizacao e elétrons de conducao, que sao constantemente injetados no nanofio pelo potencial
acelerador da voltagem aplicada externamente aos eletrodos. Os elétrons de condugao carregam spin e
interagem com a magnetizacao local. O hopping direto de um elétron com spin o faz com que a carga
liquida no i-ésimo sitio mude com o tempo, dando origem a um campo magnético efetivo dependente
do tempo ao longo da dire¢ao z enquanto o hopping com spin-flip da origem a um campo magnético
transversal também dependente do tempo. Dessa maneira o hamiltoniano magnético (5.95) pode
ser pensado como um hamiltoniano efetivo incluindo os campos magnéticos médios no tempo devido
aos elétrons de conducgao e sua interagao com os spins locais. Em um grande niimero de materiais
e estruturas sdo os elétrons de conducdo mesmos os responsaveis pela interacao de troca da forma
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(5.95), sendo a troca entre sitios diferentes dada por uma integral de troca indireta providenciada
pelos elétrons de conducao. O parametro de troca J nesses casos é uma fungao periédica como no
modelo RKKY [5.17].

O hamiltoniano total do sistema é H = Hy; + H. + Hj, entretanto o modelo acima ¢ muito dificil
de resolver de maneira analitica mesmo considerando S = 1/2 para o spin local, devido as interagoes
entre elétrons localizados e de conducao. Neste ponto nds iremos simplificar o modelo mencionado,
considerando uma aproximacao de tight-binding com parametro de hopping constante ¢. Fazemos
também com que o spin-flip para elétrons de conducgao seja possivel somente intra-sitio, considerando

para isso (jj, = 1 para ¢ = j = n e sendo nulo caso contrério:

H, = Zaz-c;rgcw +t Z (c;rgciﬂ,g + cLLUcZ-’U) (5.100)
0 2,0
H; = —AZ {c;.rlciTSj + cZTcilS; + (CITCZ'T — lecii) Sf} (5.101)
%

De maneira auto-consistente podemos considerar campos efetivos atuanto na magnetizagao local
devido a influéncia de elétrons de conducao enquanto que uma magnetizacao local efetiva age sobre
os elétrons de condugao. De fato, podemos decompor a base total {|o1,09...05;n0 >} em uma base
que diagonaliza o hamiltoniano magnético {|o1,02...0n6 >} e uma base para elétrons de conducao
{Ino >} e a dimensionalidade e complexidade do problema se reduz. Se condigoes de contorno podem
ser consideradas tais que fortemente determinam a magnetizacao local e que apenas um elétron por
vez passa pelo fio a cada vez devido a forte repulsao de Coulomb tem-se:

N-1
Hy = =J Y SiSi =g ) (Hf + (nig = niy) /2) 57 -
=1 i

N
-3 [(h NG <cj.lcﬁ>)sj + (h+ A2 <chcil>)Si_] (5.102)
=1
Hy = (e — 0 A(S}) /2)cl,cio (5.103)
Hi =t Z (CIO.CZ‘+1,U + C;[+17UCZ'7U> — % Z {chcﬁ (SFy+ CZTTcil <S;>} (5.104)

(.) denotando a média com respeito & matriz densidade p = exp[—(BH]/Z sendo Z a fungao de partigao,
B =1/kpT e T a temperatura absoluta.

As médias dos operadores de elétrons tende a zero para voltagens préximas de zero e o problema
simplifica para T — 0 quando somente estados fundamentais sao populados.

Na préxima Seccao utilizaremos as expressoes (5.102) até (5.104) para obter as propriedades de

transporte principais de um nanofio no contexto da teoria de Landauer:
o2

- - N1
27T77,i ‘

onde G ¢é a condutancia e T; as probabilidades de transmissao do i-ésimo canal de condugao.
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Condutancia e efeito de MR no contexto do formalismo de Landauer

Para a andlise da condutancia através do formalismo de Landauer precisamos inicialmente calcular
a matriz de transicao S, obtida por meio de uma equagao de Dyson:

S =Hi+ HiGyS ,

onde Go = 1/(e — g +in) é a funcdo de Green de particula livre, com n — 0. As energias ¢y sao
auto-valores de Hy, Hj é representado pela expressao (5.104) e os coeficientes de transmissao sao
Tij = |Si;|?nin; (ni e n; sdo as densidades de estados). A condutancia de um eletrodo para outro
¢ dada pela probabilidade de um elétron inicialmente no reservatério R; ser levado ao Rg apds o
espalhamento no nanofio. Em outras palavras, o estado inicial do elétron de conducdo é |lo > e
nds esperamos que o estado final seja [No’ >. Dessa forma precisamos calcular a probabilidade de
transigao | < No'|S|1o > |? para obter a condutancia, como segue:

2
e
=5 Z| < Nd'|S|1o > [*ngnl, |
o,0’

sendo a expressio acima a férmula de Landauer de dois terminais com T, ,» = | < No'|S|1o > [*nln2,.
O termo n} é a densidade de estados para spin o no reservatério p. Consideramos que a transmlssao
do reservatério para o nanofio é unitaria. Para um nanofio constituido de N atomos o coeficiente de

transmissao direta (sem spin-flip) é

2N -2 pa= 1 1,2
Tpo = |t] };[2 prre L (5.105)
enquanto que a transmissao com inversao de spin sera
N2 |A P L+ mt e 106
oo = [tV 34 mzl}_[ ea—em+m <2 m>q1:_£ e | e (5.106)

O valor de €,, depende da configuracao. De (5.103) podemos concluir que a média do spin local
influencia a energia local dos elétrons de conducao, sendo o spin local dependente da configuragao
(o spin local é determinado pelas condigoes de contorno). Ainda, consideramos a banda de spin
minoritario em Ry dada por n| = n e a razao entre a banda majoritaria e minoritaria n% / n} =r
constante para pequenas voltagens. Apresentamos abaixo as férmulas gerais para a condutancia em
ambos os esquemas P e AP:

Gp = | #2N-2 2[(7“ F1)Ap(er) +2r|A| Bp(eg)} (5.107)

27rh

Gar = 2h|t|2N 202 [(2r) Aap(eq) + (2 + 1) AP Bap(eo) (5.108)

sendo as fungoes A. e B, definidas abaixo

N-1

1
Acles) = 1;[ oA —2(55)./4 1 in (5.109)
| om 1 N-1 1 2
_ +
Beles) = § mz::lg oA =250 )T in e an oAl +2(52).)/4+in (5.110)
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¢ denotando a configuracao, ¢ = P(AP) para paralela(anti-paralela). Nas defini¢oes acima as energias
intra-sitio sao €,, = €, — cA (SZ(c)) /2 e a média dos operadores como S? e S; sdo fungoes da
configuracao. As fungoes A. e B, se referem as transicOes virtuais que nao conservam energia, entre
estados intermedidrios entre os estados inicial e final.

Com (5.107)-(5.110) em maos podemos obter o comportamento da condutancia e da MR fazendo
algumas consideragoes simples. Para medir a MR adotamos a definigao utilizada por Garcia et al.,

AG Gp-G
= 24P (5.111)
G Gap
sendo Gp a condutancia quando os campos magnéticos aplicados a R; e Ry sao paralalos, Gap a

condutancia para o alinhamento anti-paralelo. H4 dois casos admitindo uma andlise bastante simples:

1- o nanofio longo, com N — oo, dimensao 2L e parametro de rede a = 2L/N. A magnetizagao
é determinada por (5.102) e possibilita a existéncia de paredes de dominio de Bloch da forma
S, = %tanh (z/A) no esquema AP, sendo A a largura efetiva da parede;

2- o nanocontato realizado com N = 2 apenas. Neste caso a magnetizagao é facilmente obtenivel
através de (5.102).

Para o primeiro caso, um nanofio de dimensao 2L e grande niimero de atomos IV, temos as seguintes

expressoes:

N-1 1

71:[2 oA(1 — tanh (z,/\))/4 +in

/LLseCh<)\> dz 2

onde a = 2L/N é a constante de rede, A é a largura da parede de dominio formada no esquema AP e

AAP ~

9

kAAp

Bip~ ————
AP ARe?

)

k € um fator constante. Fazendo uso das expressoes acima, a condutancia nas configuracoes P e AP

¢ mostrada abaixo:

e2

G 1)Tp 5.112
pr 2th +1) ( )
62 |2 BAP]
2mh Aap
com coeficiente de transmissdo T, definido como T, = [t|>*N~2n2A,., ¢ = (P, AP). A MR é escrita da

seguinte maneira:

Gap = TAP[( ")+ (2 +1)]A (5.113)

(5.114)

A 241 T 1 B
AG r+1Tp ]__r +'|AF APY _ 4
G 2r Typ AAP

Definindo a relacao Tp/Tap = v > 1 e avaliando expressao para Bp encontramos

ArcTan [Tanh <2LA>] 2) ~1. (5.115)

Considerando a situagao fisica, onde a MR é, em geral, positiva, aproximamos o parametro x pela

o 2 (o 2 ) 13
Trz4l r2+1) n2L?

AG  r’+1 r2+1 4)\2
— 1-—
G 2r 2r a2

expressao abaixo:
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e a MR ¢é portanto dada por

&Nﬂ%—l
G o

2r '\ 52A? L
1-— <1 - 7”2+1> 72 ArcTan [Tanh <2>\)]

Das expressoes acima para a MR podemos concluir o seguinte:

2
] ~1. (5.116)

i) a MR obtida através de (5.116) é sempre positiva, mesmo para r ~ 1. Nesta situagao os reser-
vatérios sao ndo-magnéticos e r — 1, entao temos AG/G =~ v — 1, que é um valor negligencidvel
pois v &~ 1 para reservatorios nao magnéticos. Portanto, para obtencao de valores de magne-
torresisténcia consideraveis é necessdrio que os reservatorios apresentem grande polarizacao de

spin, isto é, r > 1;

ii) alargura da parede de dominio A tem valor maximo da ordem de L. Entretanto uma importante
condicao para obtencao de valores apreciaveis de MR é que A << L, o que signifiva que A nao
pode ser maior do que umas poucas constantes de rede. Quando A — L a magnitude da MR

torna-se desprezivel, e outra vez é da ordem de v — 1.

Para obter valores significativos de MR é necessario que L >> A, correspondendo portanto ao
regime balistico de transporte discutido nas Refs. [5.21]. Quando A ~ L o elétron de conducao
pode seguir adiabaticamente a magnetizagao local, sendo o efeito de MR negligencidvel. Também os
reservatorios devem ser magnéticos, permitindo alta polarizagao das bandas de spin, o que corresponde
ar >> 1. O fator v relaciona a transmissao direta na configuracao paralela com a transmissao direta

da configuragao anti-paralela e sempre é maior que a unidade. Considerando que A << L na expressao
(5.116) nés obtemos
AG  r?+1 2r | mA?
— 1-(1—-———)—1| -1 5.117
a2 | { ( r?+ 1) 2 (5.117)

e podemos claramente ver que na expressao acima quanto menor a largura da parede de dominio A,

maior é o valor da MR.
O outro limite a ser discutido é quando N = 2, caracterizando um nanocontato simples. A solucao

de (5.102) é determinada através da teoria de perturbacao, sendo que o resultado final estd escrito

abaixo: 1
P <| 1> (111> ] m>>) , (5.118)
L+ <2u+4)
1
AP >= ————— <| 1> +2M"i 217>+ u>)) , (5.119)
1+ (52
com
4gM h
= igﬂ e v=o. (5.120)

O auto-estado |P > (JAP >) representa a magnetizagdo no nanocontato para o estado fundamental
na configuracdo P(AP). O parametro u é a razao entre a interagao do nanocontato com os eletrodos
(gM) e a interagao de troca entre os sitios vizinhos (%.J), enquanto v é a razao entre o campo magnético
transversal efetivo h e o médulo da magnetizacao efetiva dos eletrodos M. A média do operador S+

¢ dependente do esquema de alinhamento,

(%), = (5.121)
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com
ny
= 5.122
TP 5 (5.122)
€
1%
= . 5.123
TAP =3 ( )

Para o nanocontato, N = 2, nés temos Ap = Aap = 1 e a separacao de energia de elétrons de

conducao com spin para cima e spin para baixo da ordem de A. Entdo, nés encontraremos:

2
Gp~ —|t/?n2 (r2 + 1+ 2r|A*Bp) , (5.124)
21h
2
e
Gap ~ %\t\QnQ (2r + (r* + 1)|A*Bap) , (5.125)
sendo Bp e Bap dados por ,
1 o| 2in—A/2
Bp = - [(§* S AT 12
=187l in(—A/2 +in) (5.126)
) 1 2 2 2
_ +
Bap = 7[(S7) 4p] At (5.127)

De fato, o parametro n = h/7 estd relacionado ao tempo de decaimento T e podemos considerar que
n ~ A para obter:

Gp ~ ;{;]t!znz <r2 +14 grufi)a , (5.128)
Gap ~ iwn? (27« + é(rQ + 1)352AP> , (5.129)
2h 5 (1+2%p)?
Para a MR temos o seguinte:
r2 41 1—77’733?’
5 (1+x,24p)2

A razao entre as densidades de estados, r, é relacionada com a polarizagao de spin I' = (r —1)/(r +1).
Uma polarizagao de 81% corresponde a r = 10 (Cobalto por exemplo). Utilizando as expressoes
acima, nosso modelo tedrico utiliza poucos pardmetros livres, r, u e v, para determinar o valor de
MR, sendo o parametro de hopping ¢ responsavel apenas pela escala da condutancia. Adotando, como
exemplo prético, 7 = 10 p = 4 e v = 0.33 obtemos AG/G =~ 260%, que é um valor compativel
com os dados experimentais de Garcia (~ 225%) para um contato Co-Co. De fato, a interagao entre
atomos constituintes do nanocontato e o reservatorio tem origem em um acoplamento de troca entre os
atomos do nanocontato e atomos vizinhos localizados nos reservatérios, por isso podemos considerar
que gM e hJ s@o da mesma ordem de magnitude (M ~ hJ «— p ~ 4). O parametro v relaciona o
campo magnético transverso efetivo (providenciado por acoplamento spin-érbita e interagao de troca
transversais ) e médulo da magnetizagao longitudinal M, sendo o ultimo forte o bastante para forcar
condigoes de contorno de spin ao nanocontato. Entdo podemos considerar que v < 1 (escolhemos
v = 0.33). Obviamente v depende do formato dos orbitais, e por isso do material que constitui o
nanocontato. Com algumas aproximacoes, a expressao (5.130) corresponde ao caso de MR balistica
discutido na Ref. [5.21]. Os parametros r, pu e v sdo dependentes do material do nanocontato e
entao ndés podemos explicar os dados experimentais mostrados em [5.21] variando aqueles parametros
adequadamente.
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Para um contato nanométrico, entretanto, a energia de separacao entre os canais de spin pode
ser maior do que a voltagem externa aplicada (em metais a energia de troca pode ser da ordem de
0.2—0.3 eV e o regime de baixas voltagens corresponde a |V| < 0.1 V) e é possivel que a banda de spin
minoritario esteja fechada no processo de condugao. Neste caso o nanocontato comporta-se como se
r — oo en — 0, sendo o produto rn um valor finito, mesmo que a polarizacao de spin dos reservatérios
I' tenha um valor moderado (podemos considerar que r refira-se apenas a regiao do contato, nao aos
reservatorios). A condutancia do nanocontato em ambas as configuragoes se reduz a

2
e
Gp~ —|to|?, 5.131
P 27rh|0| ( )
4 2 x4
Can o = a2 AP 5.132
AP 527Th‘ ol (1+2%p)? ( )

com |to|? = r?n?|t|2. A MR simplifica-se, resultando em:

AG
G

2 )2
(sz):i(lj;;”/“’)—y (5.133)
AP
Observando a expressao acima podemos concluir que se o processo de spin-flip ndo é permitido o
valor de MR diverge, ou seja, tende a infinito. De fato temos MR >> 1 mas permanecendo um
valor finito devido ao principio de incerteza de Heisenberg, que sempre permite processos de spin-
flip. Utilizando (5.133), © = 4 e v = 0.2 encontramos AG/G = 3280%. O parametro v mede a
interacao efetiva entre as componentes transversais de spin, permitindo o spin-flip, e quando este
vai para zero, a MR vai para infinito como consequéncia do fechamento do canal de spin-flip na
configuracao AP, no caso em que r — oco. Em experimentos muito recentes valores de MR, na faixa
de 3000 — 4000% tem sido observadas em contatos de Ni e nossos resultados concordam com aqueles
obtidos em [5.30]. Entretanto o modelo tedrico aqui construido é baseado num Hamiltoniano de spin
de Heisenberg-Ising e no transporte de Anderson, enquanto a teoria descrita na Ref. [5.30] baseia-
se na equagao de Schroedinger na presenca do potencial de parede de dominio do tipo Bloch, que
é um modelo quase-cldssico. A maior vantagem de utilizar nosso modelo é que permite o estudo
de flutuagoes quanticas da condutancia. Aqui consideramos os valores médios dos operadores S* e
ST para explicar as médias das propriedades de transporte. Entretanto, como dito anteriormente, o
elétron de condugao interagindo com a magnetizacao local pode excitar paredes quanticas ou fazé-las
se mover, modificando as propriedades de transporte do canal de condugao para outro elétron. A
interacao entre a magnetizacao e elétrons de condugao produzindo flutuacoes quanticas da MR e da
condutancia pode ser estudada através do nosso modelo. A dindmica temporal de um nanofio é a

possivel responsavel pelas flutuagoes quanticas em estruturas ferromagnéticas.

5.3 Correntes de Spin, Torque de Transferéncia de Spin e Efeito
Hall de Spin

A Invariancia Local SU(2) é uma simetria fundamental da teoria de Pauli-Schroedinger para um
spinor de Pauli, onde E e B aparecem como campos de gauge nao-abelianos. A aplicacao do teorema
de Noether, cujos passos detalhados vamos omitir, para uma transformacgao de gauge infinitesimal da
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forma 6y = —i(& - A/2)% resulta na seguinte corrente conservada
—
Jo=vlay, (5.134)
= o 0150 — (H)F0] + T Wiy = (5.135)
2m m
15,9
=37+ Wi, (5.136)

sendo a definigcao
_
=g Wﬁﬁdﬂ’ @")y] . (5.137)
Uma Referéncia onde se encontram os resultados desta Segao é [5.34]. A equagdo de conservagao
covariante

o
D, J" =
pode ser expressa em termos de derivadas ordinarias:

aJO -s — = 9 =
SEH0TY = 2970 x B- LV x By (5.138)
-4%ﬁﬂﬁx($—ﬁnxaw. (5.139)

A equacdo acima é a equacao de spin-torque e inclui os termos de spin-torque, efeito Hall de spin, etc...
Na auséncia de campos eletromagnéticos o lado esquerdo representa a continuidade das correntes de
spin:

+6J5 0

ot

O primeiro termo do lado direito é o conhecido termo de torque
— — —
I's=29Jyx B

O segundo termo
0B
ot

representa um torque devido a flutuagoes locais da densidade de carga + um termo que depende da

L9 x WEp) =L |V(pe) xE —p.
2m 2m

variacao temporal do campo magnético. O terceiro termo merece atencao pois corresponde ao efeito
Hall de spin.

—

rH:—z'%w[ﬁx(‘6—6)]x5¢o<(ﬁxj)><a

Para fins de comparagao vamos considerar primeiro o efeito Hall Convencional, ilustrado na Figura
5.3:

A densidade corrente na direcao y é dada por
Jy = nquy ,
sendo a forca magnética orientada ao longo do eixo z dado por
F,=—qu,B; ~jxB=ngvxB,
que resulta em um campo elétrico efetivo da forma:

E, =—-v,B,
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A tendéncia do sistema de cargas é: +q |} e —q . Devido ao actiimulo surge um campo E. em oposi¢ao
a F,. Dessa forma uma diferenca de potencial pode ser medida entre as duas superficies:

V = dv,B,d .

O efeito Hall permite inferir a densidade de portadores de carga, uma vez que podemos conhecer
a densidade de corrente J, e o campo magnético aplicado. Define-se o coeficiente Hall da seguinte

maneira:
E, 1

= Jwa :—n—q .

Agora vamos considerar o efeito andlogo para o spin, denominado Efeito Hall de spin, ilustrado na

Ry

Figura 5.11. Da definicao de corrente de spin:

Figura 5.11: Y. K. Kato, R. C. Myers, A. C. Gossard, and D. D. Awschalom, Science Express 1105514
(2004)

35, 9 W) — 15 9 A
Ji = Jz + _'4/1 1¢ = Jz + 5ijkEJ¢ ¢ ak
m 2m

temos uma corrente de spin na forma:

Ji(B) = =5 B, .
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Uma corrente de spin polarizada interage com o campo elétrico E:

=

rH:—z'%w[ﬁx(‘%-6)]x&¢~(ﬁxj)xa.

onde

j=—(/2m) [67Ve = (Veh)p] ~ pev
Spins diferentes sofrem torques em diregoes diferentes. A interagdo entre o campo elétrico e a corrente
elétrica produz acimulo de spin nas bordas do material.

oc
— =—-g x (vxE

5 = 99 % ( )

Uma corrente polarizada em spin apresenta mais elétrons de spin up do que de spin down. Pelo
efeito Hall de spin os dois spins separam-se indo acumular-se nas interfaces. Como a diferenca de spin
corresponde também a uma diferenca de cargas devido ao fato de que os elétrons carregam cargas
também, induz-se uma diferenca de potencial devido ao efeito Hall de spin. A referéncia [5.35] discute

o efeito, e a Figura 5.12 mostra um esquema do aparato experimental utilizado.

Figura 5.12: A.D. Kent, Nature 442, 13 July 2006, pp. 143. Vgg ~ 10nV.

Na figura 5.13 mostra-se uma medida do efeito Hall de spin feito na Ref. [5.36], na qual utiliza o
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efeito Kerr para a medigao. Observa-se acimulo de spins contrarios nas interfaces opostas do material,

confirmando o efeito Hall de spin.

Kerr rotation (prad)
2 -1 0 1 2
unstrained GaAs

aof ]
= 2fk i
E
S o 4
o 20k .
-40r i i i i 5
2F # E=10mV pm-"
o~ | T=30K ]
: E =
T T T T =l L ¥
;_._x _ [ r=30kK s U d o ™
¥ ® it “Af ’
s 2
L -
o E 1] x=-35um -2 s i i i I
= 1 t 4 t + > 12F 7 > ' Y i
20 %=+ 35 pm 5 10k E
g =
£ 8 osaf
: = unstrained s 06k
ok Gabs o 0'
H s
40 -20 0 20 40 R o oy
: -40 -20 O 20 40
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Figura 5.13: Y. K. Kato, R. C. Myers, A. C. Gossard, and D. D. Awschalom, Science Express 1105514
(2004)

Uma discussao de correntes de spin e injecao de spin para produzir torques e mudanca de magne-

tizacao através de correntes de spin polarizada é apresentada na Ref. [5.17].
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