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Prof. Dr. C.A. Dartora

Teoria de Drude dos Metais

= E um modelo dos metais baseado na Mecanica Classica.

= Proposto por Paul Drude em 1900, 3 anos apos a descoberta
do elétron por J.J. Thomson.

= Trata o metal como um gas de elétrons livres movendo-se sobre
um fundo de carga positiva, que deve-se aos ions positivos e muito
mais pesados.

= N3o leva em conta detalhes da estrutura cristalina do material
e do tipo de atomo que compoe o metal.
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e O metal é constituido de ions com carga Q = +Z,e, onde Z, é
o niimero atomico do atomo que constitui o material.

e Cada atomo tem Z, elétrons porém apenas Z elétrons das cama-
das de valéncia formam a banda de conducao, estando relativamente
livres para se mover. Esses elétrons de valéncia vao constituir o gas
de elétrons.

e Dada a densidade de massa do metal p,, e a massa de um unico
atomo my, obtém-se a densidade do gas de elétrons n:

_ P

ma
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Além disso o volume ocupado por um elétron € dado por:

onde V é o volume total do sdlido, N o nimero total de elétrons
livres e r, o raio da esfera cujo volume é equivalente ao volume
ocupado por um unico elétron.

e Invertendo a ultima relacdo, obtemos:

3\ /3
(1)

ro—= | —
’ 41tn
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Prof. Dr. C.A. Dartora

~» E comum normalizar r, com relacao ao raio atomico de Bohr

hz —10
ay=—5 =0.529x 10"’m .
me

~> Na maioria dos metais ry/ag fica na faixa de 2 a 3.

Em metais alcalinos r;/ag esta entre 3 e 6 e para alguns compostos
pode ir até 10.
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DenS|dadeS Eletr6n|cas de A|gunS Meta|s (A 300K exceto quando indicado.Fonte: Asch-

croft/Mermin SSP)
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Elemento | Z | n(10%/m3) | ry(A) | ry/ag
Li(78K) 1 470 172 3.5
Na(5K) 1 265 208 3.93
K(5K) 1 140 257 486
Cu 1 8.47 1.41 2.67
Ag 1 5.86 1.60 3.02
Au 1 5.90 1.59 3.01
Mg 2 861 141 267
Ca 2 4.61 1.73 3.27
Fe 2 17.0 1.12 2.12
Mn 2 16.5 1.13 2.14
Zn 2 13.2 1.22 2.30
Al 3 18.1 1.10 2.07
Sn 4 14.8 1.17 2.22
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Prof. Dr. C.A. Dartora

= O modelo de Drude usa a teoria cinética de um gas de particulas
dilutas neutras:

1- No intervalo entre colisdes as interacoes de um dado elétron com
os outros elétrons e com os ions é negligenciada. Os elétrons
movem-se sob a acao dos campos eletromagnéticos externamente
aplicados.

2- ColisOes sao eventos instantaneos. No modelo original os elétrons
sao espalhados pelos ions considerados esferas rigidas e impe-
netraveis, embora uma analise mais realista deva considerar in-
teracoes elétron-elétron, etc.
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3- A probabilidade dP de um elétron sofrer uma colisdao em um in-
tervalo de tempo dt é dada por

ap=2
T

T é denominado tempo de relaxacao e nao depende da posicio e
velocidade do elétron.

4- Elétrons estao em equilibrio termodinamico com o ambiente ape-
nas devido a colisoes. Desse modo os elétrons n3o tem “memoria” .
Apds cada colisao a velocidade n3o € correlacionada ao movimento
anterior. A velocidade apods a colisdo é orientada randomicamente
e depende apenas da temperatura.
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Colisoes no Modelo de Drude

eletron livre
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Modelo de Drude para Condutividade Elétrica

Considere a lei de Ohm vetorial:

J =0E .

Além disso, a densidade de corrente de um gas de elétrons é dada
por:

J = ngv

onde n é a densidade eletronica, ¢ = —e é a carga eletronica e v a
velocidade dos elétrons. Igualando as equacoes obtém-se a conduti-

vidade:

G_J_I’l M
Mg

e A relagdo v/E = u, é denominada mobilidade.
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= A equacao de movimento para uma carga g na presenca de um
campo elétrico E é dada pela 2a. Lei de Newton:

dv 1 q
_ _|_ —V = —
dt 7T m
A forca que o campo magnético realiza na carga é desprezada em 1¢ aprox. ja

que em regime de baixas velocidades v << ¢ temos |[E| >> |v x B].

e Resolvendo a eq. diferencial acima no regime harmonico, E =
Eoe ', podemos supor v = voe ' para obter:

qt
Vo =

= E
m(1 —iot)

Tem-se ent3o para a condutividade elétrica do material:

ne’t
o= : 2
m(1+ioT) (2)
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6= —, (3)

e por ela é possivel medir o valor do tempo de relaxacao 7.

= O valor de T depende da temperatura.

= Para metais o valor situa-se tipicamente entre 10~ s e 10~ 1s.
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= Utilizando o livre caminho médio como

ZZV()’C

e da teoria cinética do gas nao-interagente:

com Vg ~ 105m/s, obtém-se um livre caminho médio de 1 a 10
angstroms.

e Este valor é compativel com a distancia interatomica e a visao
de Drude de que os elétrons colidem com os ions da rede.
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Condutividade Elétrica 6(10’S/m) de Alguns Metais

(Fonte: Aschcroft/Mermin SSP)
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Elemento | 77K | 273K | 373K
Li 9.62 1.17 0.81
Cu 50.0 6.41 4.46
Ag 33.3 6.62 4.69
Au 2000 490 3.52
Mg 16.1 256 1.79
Ca 291 2.00
Fe 152 1.12 0.68
/n 90.09 182 1.28
Al 33.3 4.08 2.82
Sn 476 094 0.63
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Efeito Hall e Coeficiente de Hall

e Pode ocorrer em qualquer material mas tem maior importancia na
Fisica do Semicondutores para determinar o tipo e a densidade efe-
tiva de portador majoritario de uma certa amostra de semicondutor
dopado.

e E utilizado em sensores de campo magnético(do tipo chave, usu-
almente).

e Sabemos que a densidade de forca de Lorentz, considerando ape-
nas um tipo de portador de carga cuja densidade vale p, é dada
por:

F=pE+JxB.
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~» O aparato experimental basico para medir o efeito Hall é esbocado
na figura abaixo:

e O voltimetro Vg mede uma tensao denominada tensao de Hall,
enquanto V} é a tensao aplicada capaz de gerar uma corrente elétrica
perpendicular a direcao do campo magnético aplicado.
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~» Vg > 0 se os portadores tem carga positiva e serao defletidos
para cima.

~» Vi < 0 se as cargas negativas sao majoritarias e a corrente esta
no mesmo sentido.

~» Para os materiais em que apenas um tipo de portador de carga
ocorre, como é o caso dos metais, podemos escrever, para a densi-
dade de corrente, a seguinte equacao:

Jy = nyqvy ,

e 11, € a densidade de portadores de carga g.

e Em geral g = —e € a carga do elétron nos metais, embora existam
metais onde o portador é um buraco g = +e.
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e A componente magnética da densidade de Forca de Lorentz sera
dada por:

F" =B, .

~> Essa forca sera contrabalanceada por uma outra de origem ele-
trostatica de igual magnitude e sinal contrario, quando as cargas
defletidas efeito de 7" se acumulam nas superficies do material.

e No equilibrio a densidade de forca de Lorentz total sera nula:

J.B
F.=pE,+JBy,=0=E, = — py ,
O fator 1/p é denominado coeficiente de Hall Ry, sendo p =n,g:
1
Ry=—. (4)
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e Lembrando que J, =1I,/A, onde I, é a corrente gerada pela tensdo
Vo aplicada aos terminais do material e A=L-d é a area de secao
transversal.

Além disso, o campo eletrostatico esta associado a tensdo Hall,

E, = —VH/d, e podemos reescrever:
I.B VL 1
Vg = Ry—2 = Ry = -, 5
H H L H IxBy nq ( )

e Se os portadores de carga s3o positivos Ry > 0, ao passo que
para portadores de carga negativos Ry < 0, permitindo determinar
o sinal da carga do portador, bem como a sua densidade efetiva.
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Coeficiente de Hall de alguns metais

Elemento | Ry ( x 10~ m?/C) | Portador
L1 -1.7 -
Na -2.1 -
Cu -0.54 -e
Ag -0.9 -€
Au -0.72 -e
Al +1.02 +e

e Fonte: C. Kittel, Introduction to Solid State Theory, pg 167.

e Para o Al o portador é um buraco, em contraste com a grande

maioria dos metais, onde o portador é o elétron.

e O Al admite um estado supercondutor em temperaturas baixas,
ao contrario de alguns dos metais mais nobres como Ouro, Prata e

Cobre.
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Propriedades Térmicas dos Metais no Modelo de Drude

= Metais s3o bons condutores de eletricidade e também de calor.
E natural associar o transporte de calor ao mesmo mecanismo que
conduz eletricidade.

= O transporte de calor é dado pela lei de Fourier:

JQ = —xVT (6)

onde K é a condutividade térmica do material e T a temperatura.
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Prof. Dr. C.A. Dartora

= A corrente térmica Jp corresponde, por outro lado a densidade
de fluxo de calor que vai de um ponto para outro.

Considerando apenas a direcdo x: a troca de energia se da por meio
de colisdes entre os pontos x —v,T e x + Vv, T:

N ET(x—v1)—E[T(x+v7)]] , dEdT
Jp = nv, 5 ~ _m}xrd_TE

= Uma vez que o processo de colisao é randomico podemos subs-
tituir v2 pelo seu valor médio, sendo que (v2) =v?/3 em trés di-
mensoes.

e Utilizando a defincdo para o calor especifico a volume constante
c, =ndE /dT obtemos:

12
Kzgv TCvo
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Prof. Dr. C.A. Dartora

e Utilizando as relacoes do gas ideal:

3 1 3
v:_k E=— — —kpT
C 2”3 2mv 23

podemos obter a famosa lei de Wiedermann-Franz:

K 3kg —8112 /22
=5~ L116x 10 [17/(K°C?)]

= O valor acima é metade do valor experimental dado pela lei de
WF. Por um erro de calculo Drude obteve o valor correto e isso foi
considerado inicialmente um sucesso enorme da teoria de Drude.
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Table 1.6
EXPERIMENTAL THERMAL CONDUCTIVITIES AND LORENZ NUMBERS
OF SELECTED METALS

2T3 K ITIK
ELEMENT i e T K wleT
(watt/em-K)  (watt-ohm/K?*  (watt/om-K) (watt-ohm/K?)

Li 0.71 222 » 1078 0.73 243 % 107®

Na 1.38 212

K 1.0 223

Eb 06 242

Cn 385 2.20 382 2.29

Ag 4.18 2.31 417 238

Au il 232 31 236

Be 23 236 1.7 242

Mg 1.5 2.14 1.5 2,25

MNhb 0.52 2.90 .54 278

Fe 080 261 0.73 2.88

Zn 1.13 228 1.1 2.30

d 1.0 2.49 1.0

Al 2.38 2.14 2.30 2.19

In D.BE 258 (.20 2.60

Tl 0.5 275 .43 295

Sn 0.64 2.48 .60 2.54

Pb (.38 2.64 .35 253

Bi 0.09 333 .08 3.35

Sh 0.18 2.57 017 2.08
Source: G, W. C. Kaye and T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants, Longmans
Green, London, 1966,

Fonte: Aschcroft/Mermin Solid State Physics
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e Nos calculos originais de Drude para K, ha dois erros de ordem
de grandeza, que fortuitamente se cancelam.

1,
K=-vTc, .
3 C

e O valor de v? é estimada em 100 vezes menor do que realmente
é, enquanto o calor especifico em 100 vezes maior.

e Além disso, em nenhum metal foi encontrado o valor para o calor
especifico da ordem de %nkB.

e Mostra-se ainda que a contribuicido eletronica para ¢, € des-
prezivel.

02 - Teorias de Drude e Sommerfeld 26/41




Prof. Dr. C.A. Dartora

O Modelo de Sommerfeld

= Incorpora o principio de exclusdao de Pauli, aplicando ao modelo
de gas de elétrons livres a estatistica de Fermi-Dirac.

= Corrige algumas deficiéncias do modelo de Drude, como a con-
tribuicao eletronica para o calor especifico dos metais, mostrando-a
quase desprezivel.

= Ainda assim, n3o leva em conta a verdadeira estrutura do cristal.

— A acuracia do modelo do gas de elétrons livres fica restrita aos
metais alcalinos.
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Para um elétron livre em um metal, p = m*v e Hy = p?/(2m"),
onde m* é a massa efetiva, podendo diferir do elétron no vacuo,
temos:

h’k?
o

E (k)

Nesse caso é facil mostrar que p = 7k, a velocidade e a massa
serao dadas por:
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~> Alguns parametros importantes nesse modelo do gas de elétrons
livres:

1) Densidade de Estados D(E) = dN /dE

Primeiro queremos determinar dN no intervalo entre k e k+ dk.
Considere a figura, para o caso em trés dimensoes:

02 - Teorias de Drude e Sommerfeld 29/41




Prof. Dr. C.A. Dartora

~» Lembre-se que do ponto de vista ondulatério, o nimero de onda
minimo de um elétron, Ak, em uma cavidade cubica de lado L deve

valer 21t/L. O volume infinitesimal ocupado no espago reciproco é
dado por (Ak)® = (2m/L)>.

~> Ja o nimero de estados no intervalo entre k e k+ dk corres-
pondera ao volume ocupado pela camada esférica contida entre as
superficies k e k+ dk, dividido pelo volume infinitesimal (Ak)?, ou
seja:

Fl(k+dk) — K] 4nL’

aeLy e

dN =
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~» Para estados de energia degenerados em spin o resultado acima
devera ser multiplicado por 2, pois cada estado pode ser preenchido
por dois elétrons de spins contrarios.

~> Dessa forma temos o resultado desejado em trés dimensoes:

D(e) = Vol k* Vol (2m’ 3/2
- m2de/dk 2w\ A2

VE

e Utilizando o resultado anterior podemos determinar o nimero de
elétrons total em um certo volume de sélido, uma vez que dN =
D(¢) f(€)de é o nimero de elétrons com energia € no intervalo de.
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Temos entao:

N = /_ :D(e) F(e)de . (7)

— Para o gés de elétrons livres D(€) esta limitada a € > 0, e em
T =0 a funcao de Fermi-Dirac é um degrau de valor unitario para
€ < €r e anula-se para energias maiores do que a energia de Fermi,
entao:

Vol /2m* 32 rep
N = el 2ge . 8
212 ( h° ) /0 (®)

02 - Teorias de Drude e Sommerfeld 32/41




Prof. Dr. C.A. Dartora

e Realizando a integracao obtemos a densidade de elétrons n =
N /Vol:

| 2m* 3/2 3/2
T ( 2 ) or ©

A energia total do gas de elétrons em T = 0K,

Er— [ eD(e)f(e)de,

é dada por:

Vol (2m*\*? rer 3 Vol [ 2m*\ 3
p— /2 p— 5/2 = —
Er Y ( 2 ) /O e’ “de 50 ( 2 ) €r 5Nep .

02 - Teorias de Drude e Sommerfeld 33/41




FERMI ENERGIES, FERMI TEMPERATURES, FERMI WAVE VECTORS, AND

FERMI VELOCITIES FOR REPRESENTATIVE METALS"®

ELEMENT 1 a,  &p Tz K v
Li 325 474V S5 x I0PK 112 x 10Pem™  1.29 x 10° cmyjsec
MNa 393 324 217 0452 LOT
K 486 212 246 (.75 (.36
Ehb 3.20 1.83 215 (.70 &1
Cs 562 1.59 1.84 063 0.75
Cu 2.67 T B16 1.36 .57
Ag 102 549 6.38 1,20 139
Al 301 3.53 42 1.21 1.0
Be 157 143 L6t 1.94 225
Mg 266 708 823 1.36 .58
Ca 327 4.nb 544 L.11 .28
ar 357 393 457 10z [L18
Ba 37l 164 4.23 .98 1.13
M 307 532 A .18 1.37
Fe 212 111 13.0 1.1 1.95
Mn 214 109 127 1.70 1.9¢
Zn 2.30 947 11.0 1.58 123
Cd 2.50 147 208 [.40 [.62
Hg 265 .13 8.29 1.37 [.58
Al 207 11.7 136 1.75 203
Ga 219 104 121 1.6 1.92
In 241 863 100 1.51 1.74
Tl 248 813 046 1.46 |64
=n 222 102 118 1.64 1.590)
Pl 2.30 047 11.0 .55 183
Bi 235 .40 11.5 .61 1.87
Sh 214 12.7 1.70 1.96

10.9

“The table entries are calculated from the values of r/ay given in Table 1.1 using m =

901 = 107 2% prams.

Fonte: Aschcroft/Mermin Solid State Physics
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~» Consideremos agora condutividade DC em um metal. Se ne-
nhum campo elétrico externo esta aplicado, entdo:

j=pv=——"=) k=0

A aplicacao de um campo elétrico produz uma forca que desloca a
esfera de Fermi, em relacdo ao centro simétrico, conforme pode-se
observar na figura:
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Observando que o momento de um elétron é dado por p =17k e
dp/dt = F obtemos:

k
h—d8 — —¢eE — ﬁé‘)k :
dt T

onde T é o tempo de relaxacdo que leva em conta colisoes.
Na condicdo de equilibrio dp/dt — 0 e temos

e
Sk— _°E
bl

fazendo surgir uma densidade de corrente efetiva no metal:

nezr
i=—— Y hdk = E / D E
] m* VO]Z m Vol
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Tem-se entdao a condutividade de Boltzmann nessa analise simpli-
ficada:

~> Nos metais n ~ 10?°m ™. Mesmo em semimetais como o grafite
esse valor chega a 10**m™3

~> Ja o calor especifico a volume constante é calculado a partir da
seguinte formula:

1 0E

T VoTlvy
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Para gés ideal classico o resultado seria ¢, = (3/2)nkp, enquanto
a teoria quantica preve para o gas de elétrons:

2
T kBT
c, = —nkp— . 10
1% y B er ( )
— ¢, depende linearmente de T e difere muito do valor classico

pois em temperatura ambiente kgT << €r nos metais.

— O gas de elétrons pouco contribui para ¢, a partir de uns pou-
cos kelvins. ¢, deve-se sobretudo aos fonons(vibragdes da rede cris-
talina). Todavia utilizando ¥ = v*1¢,/3 o modelo de Sommerfeld
produz a lei de Wiedermann-Franz verificada experimentalmente:

K k3 812 /(22
—=——=r245x107°J7/(KC") . 11
ol 3¢ . / ) (

02 - Teorias de Drude e Sommerfeld 38/41




Prof. Dr. C.A. Dartora

Comparacao entre a contribuicdo eletronica e da rede para ¢, a
baixas temperaturas.

& &

Dulong-Petit

Eletronsa T

FononsaT3
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Falhas do Modelo do Gas de Elétrons

e N3o explica adequadamente os coeficientes de transporte: o coe-
ficiente Hall em alguns casos tem o sinal e valor de Ry previsto pelo
modelo incompativel com o valor medido

e Falha em descrever a Magnetorresisténcia e dependéncia de G
com a temperatura, anisotropia de G, condutividade AC e proprie-
dades opticas;

e N3o permite fazer boas estimativas das energias de coesao

e Nao explica o nimero de elétrons de conducao, nem porque
alguns materiais tem comportamento nao-metalico.
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