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Cristais

= S30 caracterizados essencialmente pelo arranjo ordenado e periddico

dos atomos que compoe o material em um nivel microscopico.

= A forma cristalina é encontrada em diversos materiais como
quartzo, diamante, rochas de sal e na maioria dos metais. Podem-se
encontrar na natureza estruturas policristalinas.

=- A estrutura cristalina do material pode ser determinada por
difracao de raios X, por exemplo.

= Materiais que nao apresentam periodicidade cristalina s3o de-
nominados amorfos.

= Propriedades dos materiais sao determinadas pelas suas sime-
trias cristalinas.
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Redes de Bravais

= Definicdo: uma rede de Bravais é um arranjo infinito e orde-
nado de pontos discretos com tal forma e orientacdo que parece
exatamente o mesmo quando visto de qualquer ponto do arranjo.

e Matematicamente, é o conjunto de todos os pontos obtidos pelos
vetores de posicao R da forma

R = nja; +nya +nsa;z , (1)

onde aj,a; e a3 sao tres vetores nao contidos no mesmo plano e
nao necessariamente ortogonais, denominados vetores primitivos e
(n1,na,n3) pertencem ao conjunto dos niimeros inteiros.

~» Diz-se que aj,a; e a3 sao os geradores da rede.
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Exemplo de uma rede de Bravais em duas dimensoes

O O O O
p
O O O
Q
a,
> O O
0 a,
O O O @

e Os vetores a; € ap geram toda a rede. Do ponto onde definimos os vetores
primitivos P = a; +2a; e Q = —a; + 2a,.
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Exemplo de rede cristalina que nao € de Bravais em 2D: Colméia

A @ A

\

e A colméia ou honeycomb descreve o grafeno por exemplo. Nao ha dois vetores
a; e a, capazes de gera toda a rede. Os pontos A e A’ ndo sdo equivalentes, pois

o cristal visto de A ndo tem a mesma forma que quando visto de A’. E necessario
definir uma base, conforme sera visto adiante.
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e As redes de Bravais sao estruturas infinitas.

e Na pratica os cristais tem volume finito.

e Para volumes relativamente grandes em comparacao com o vo-
lume correspondente a cela unitaria e pontos longe da superficie de
fronteira a aproximacao é valida.

e Nas bordas acontecem o que chamamos de efeitos de superficie.

03 - Rede Cristalina e Rede Reciproca 7/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

03 - Rede Cristalina e Rede Reciproca 8/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

e Nimero de Coordenacao: é o nimero de primeiros vizinhos de
um dado ponto. Dada a periodicidade da rede de Bravais, todos os
pontos da rede tem o mesmo nimero de coordenacao. Exemplo: A
rede clbica simples tem nimero de coordenacao 6.

e Cela Unitaria Primitiva: é o volume do espaco que, quando
transladado por todos os vetores da rede de Bravais, é capaz de
preencher todo o espaco sem superposicao gerando todo o cristal.
Deve conter um tnico ponto da rede de Bravais.

= Assim como com os vetores primitivos, sua escolha nao € unica.

Dado o volume v = a; - (a; x a3) da célula primitiva, a densidade
n do material esta relacionada por

1
=—n=1. 2
n 5 n (2)
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Cela Primitiva de Wigner-Seitz

= Contém a simetria completa da rede de Bravais.

7/

= E a regiao do espaco mais proxima de um dado ponto do que
de qualquer outro.

/

= E o menor volume possivel obtido através superficie fechada
obtida pela interseccao entre os planos que biseccionam as linhas
que unem um ponto da rede de Bravais aos seus primeiros vizinhos.
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Cela de Wigner-Seitz para uma rede de Bravais bidimensional.
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As 14 Redes de Bravais:

= Definindo os angulos e dimensdes da cela unitaria conforme
figura abaixo:
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CUBIC

a=b=c

o= p=y=90°

TETRAGONAL

a=b=zc

o= p=y=90°

ORTHORHOMBIC

azbzc
o=p=y=90°

HEXAGONAL
a=bzc

o= p=90°

v =120°

MONOCLINIC
azrbzc

oL =vy=90°
p+120°

TRICLINIC
azbzc
o pry290°
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TRIGONAL

a=b=c

1 Tylg)es of Unit Cell
= Primitive
I = Body-Centred
F = Face-Centred
C =SideCentred
+
7 Crystal Classes
— 14 Bravais Lattices
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As Redes de Bravais Mais Simples:

T

Ty

"

"

&

(a)

Ty

(c)

a) Rede Cubica Simples (SC), b) Rede Cubica de Corpo Centrado (BCC), ¢)
Rede Cubica de Face Centrada (FCC), d) Hexagonal.
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Convencao dos Vetores Primitivos das Principais Redes
Rede SC:

alzaﬁ,azzay,a3:ai (3)
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Rede BCC:

a

alzi(uri—ﬁ) , Ay — (xX+y—2) 4)
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Rede FCC:

A A a, . a,. .
aa==y+12), az:i(“_x) : a3:§(x+y) (5)
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e Elementos com Estrutura Cristalina FCC Monoatomica (ascheroft/Mermin

SSP)

[]

o

Elemento  a(A) | Elemento| a(A) Elemento| a(A)
Ar 5.267 Ir 3.84 Pt 3.92

Ag 4.09 Kr  5.72! Pu 4.64

Al 4.05 La 5.30 Rh 3.80

Au 4.08 Ne 443>  Sc 4.54

Ca 5.58 Ni 3.52 Sr 6.08

Ce 5.16 Pb 4.95 Th 5.08
B-Co  3.55 Pd 3.89 Xe  6.20!
Cu 3.61 Pr 5.16 Yb 5.49

'3 B8K; 2 a 4.2K. Outros casos em temperatura ambiente.
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e Elementos com Estrutura Cristalina BCC Monoatomica (scheroft/Mermin

SSP)

[<]

Elemento  a(A) | Elemento| a(A) Elemento| a(A)
Ba 5.02 Li 3.49! Ta 3.31
Cr 2.88 Mo 3.15 Tl 3.88
Cs 6.05! Na 4.23? V 3.02
Fe 2.87 Nb 3.30 W 3.16
K 523 Rb 559

'3 78K; 2 a 5K. Qutros casos em temperatura ambiente.
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= Obtencao da Cela de Wigner-Seitz para a Rede Ciibica Simples:

®

@
® / 7a
4

@

| a

03 - Rede Cristalina e Rede Reciproca 20/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

Cela de Wigner-Seitz das Redes Ciibicas (a) BCC e (b) FCC.
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Estrutura Cristalina: Redes de Bravais com uma base

= Existem cristais cuja descricao necessita da descricao detalhado
do arranjo dos atomos por tras de uma rede de Bravais. Esse arranjo
atomico € denominado base e pode ser composto de dois ou mais

atomos.

= A rede de Bravais nao é gerada pelos atomos individualmente
mas pela base. Uma estrutura cristalina consiste de copias idénticas
de uma mesma entidade fisica, localizadas nos pontos de uma

rede de Bravais.
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= Exemplo: estrutura de colméia (honeycomb).

e Os atomos nos vértices dos hexagonos n3ao formam uma rede
de Bravais individualmente. Todavia agrupando dois atomos inequi-
valentes A e A’ para formar uma base, podemos construir toda a
rede.

= Estruturas importantes: HCP, Diamante, Blenda de Zinco, Clo-
reto de Sddio, Cloreto de Césio.
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e Estrutura Cristalina: um objeto (base) se repete identicamente
em todos os pontos definidos pela rede de Bravais.

L Rt
L F Ry

Basis Lattice = Crystal
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A colméia forma uma rede de Bravais com base em duas dimensodes. A base é

formada pelos atomos A e A’ e vetores primitivos a; e a;.
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e Corresponde a duas redes de Bravais hexagonais simples interpenetrantes.
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e Elementos com Estrutura Cristalina HCP

o [<]

Elemento | a(A) | ¢| c¢/a| Elemento| a(A)| ¢| c/a
Be 2.29 3.58 1.56 Os 2.714 432 1.58
Cd 2.98 5.62 1.89 Pr 3.67 592 1.61
Ce 3.65 596 1.63 Re 2.16 4.46 1.63

o-Co 2.51 4.07 1.62 Ru 2.7/0 4.28 1.59
Dy 3.59 5.65 1.57 Sc 3.31 5.27 1.59
Er 3.56 559 1.57 Tb 3.60 5.69 1.58
Gd 3.64 5.78 1.59 Ti 2.95 4.69 1.59
He 3.57 5.83 1.63 Tl 3.46 5.53 1.60
La 3.75 6.07 1.62 Y 3.6 5.73 1.57
Lu 3.50 5.55 1.59 /n 2.66 4.95 1.86
Mg 3.21 521 1.62 Lr 3.23 5.15 1.59
Nd 3.66 590 1.61

He a 2K. Outros casos em temperatura ambiente. Caso ideal:

c/a=1.63.
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Estrutura Diamante

e Duas redes FCC interpenetrantes: obtida a partir de uma rede FCC com uma
base de dois atomo iguais, um deles no vértice de um cubo dado como origem
0 e o outro em §(X+ ¥ +2). Encontrada no diamante, e semicondutores como o

Ge e o Si.
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e Elementos com Estrutura Diamante

[]

Elemento| Lado do Cubo a(A)

C(diamante) 3.57
Si 5.43
Ge 5.66

o-Sn 6.49
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e Similar a estrutura diamante, mas a base é formada por atomos diferentes:
duas redes FCC interpenetrantes, com base diatémica (dois 4tomos distintos), um

no vértice de um cubo dado como origem 0 e outro em 7(X+§+2). Um exemplo
é o GaAs.
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e Elementos com Estrutura Zincoblenda

o

o

o

Cristal | a(A) | Cristal  a(A) | Cristal | a(A)
CuF 426 ZnS 541 AISb 6.13
CuCl 541 ZnSe 567 GaP b5.45
CuBr 569 ZnTe 6.09 GaAs 5.65
CdTe 6.48 InP 587 InAs 6.04
HgSe 6.08 InSb 6.48 MnSe 5.82
AlAs 562 BelTe 554 SiC 435
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(cloro).
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e Elementos com Estrutura NaCl

(<]

[<]

Cristal | a(A) | Cristal | a(A) | Cristal | a(A)
LiF  4.02 LiClI 5.13 NaCl 5.64
KCl 629 RbF 564 AgF 492

MgO 421 (CaO 481 GCskF 6.01
CaTe 6.34 BaO 542 NaF 4.62
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Estrutura Cloreto de Césio

® Cl-
® Cst

CsCl

e E descrita por uma rede de Bravais SC com base de dois ions em 0 (césio) e %(ﬁ+ y+12)
(cloro).
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e Elementos com Estrutura CsCl
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Cristal | a(A) Cristal  a(A)
CsCl 412 TICI 3.83
CsBr 429 TIBr 3.97

Csl 457 TII 420
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35/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

Rede Reciproca
= Cada célula unitaria é equivalente as demais, e aquela unidade
primitiva se repete periodicamente por todo o cristal.

~» O potencial de interacdo a qual elétrons do material estdo su-
jeitos, criado pelos ions da rede cristalina deve ser o mesmo em dois
pontos do cristal que diferem por um vetor de translacao R.

~» Em outras palavras, o potencial a que os elétrons estao sujeitos
deve ter a periodicidade da rede cristalina:

V(r)=V(r£R) (0)

onde R = nja; + n,a, + n3asz é uma translacao na rede.
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~» Podemos definir um operador de translacdo 1(R), da seguinte
forma:

T(R) =exp [—%R-p] =exp|-R- V], (7)

Observe que operando sobre uma funcdo Y(r) temos:

TR)y(r) =exp[—R-V]y(r) =y(r) -R-Vy(r)+.. = y(r—R)..
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— O potencial V(r), dito potencial cristalino, a que estdo sujei-
tos os elétrons é invariante por translacoes, e nesse caso pode ser
expandido em séries de Fourier!

ARV (r)=V(r—R)=V(r) .

— Se consideramos o Hamiltoniano de um elétron na presenca do
potencial cristalino, teremos dois termos:

. p?
H=—4+V
2m+ (r) ,

sendo o termo cinético obviamente invariante por translacoes.
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~> Observe que ’AC(R)PAI — H, se a translac3o realizada pertence ao
grupo da simetria de translacoes de H. ou seja, se R é um vetor
de translacao que leva de um ponto a outro equivalente na rede
cristalina.

Agora consideremos a equacao de Schrodinger:

Hy(r) = Ey(r) .

aplicando a seguir o operador de translacoes:
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~> Observe que:

t(R)HZ '(R)=H

uma vez que temos uma transformacao de similaridade.

Por outro lado:

mas Y(r — R) deve ter a mesma energia que Y(r). Dessa forma,
Y(r — R) deve ser idéntica a Y(r) a menos de uma fase, que pode
ser expressa na forma e kR[]I
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~» Def.: Rede Reciproca e Zonas de Brillouin

Uma vez que o potencial cristalino é periddico, podera ser expan-
dido em séries de Fourier:

V(ir)=) V™"
K
Aplicando uma translacao temos:
IRV (r)=V(—R)=) VXN

A condi¢do de periodicidade V(r) = V(r — R) somente se satisfaz
se:

K-R=2mn .m=0,1,2.3,4... . (8)
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~» Escrevendo R = nja; + na, + n3zas, temos:

K- (n1a1 “+ n-ras —|—n3a3) =2mm ,

Definindo trés novos vetores:

A A
by =212 B 9)
a - (a2 X a )
a3 X a
b, =2n— >~ (10)
a; - (4 x a3)
ar xa
by =21 "% (11)
a;- (4 x a3)
podemos escrever simplesmente:
K = m1b1 —|—m2b2 —|—m3b3 : (12)

onde (my,my,m3) pertencem aos nimeros inteiros.
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= Os vetores (aj,a,,a3) formam a base para qualquer translagdo
no cristal no espaco real, os vetores (b, b, bs) definem uma base de
translacoes no espaco dos vetores K denominado espaco reciproco.

~> Nesse espaco também temos uma rede periddica. O espaco real
e 0 espaco reciproco sao duais na analise de Fourier.

e A primeira zona de Brillouin corresponde a célula unitaria
de Wigner-Seitz do espaco reciproco e tem um volume reciproco
dado por:

o) 3
Vrec:bl'(b2><b3):( TC) .
V

onde L = a; - (2 X a3).

~» Podem-se definir zonas de Brillouin de maior ordem. Exten-
dendo até a 2a. ZB temos 2 vezes o volume da célula unitaria do
espaco reciproco e assim sucessivamente.
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Relacao entre as redes direta e reciproca para estrutura FCC e BCC.

Rede Direta Rede Reciproca
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Planos da Rede e Indices de Miller

= Ha uma relacdo intima entre os vetores da rede reciproca e os
planos definidos pelos pontos da rede direta.

= Para cada familia de planos de uma rede de Bravais no espaco
real (rede direta) separados por uma distancia d hd um conjunto de
vetores K da rede reciproca que sao perpendiculares a esses planos.
O menor deles tera comprimento |K|=27n/d.

= Alternativamente, para cada K da rede reciproca ha uma familia
de planos normais a K.

= Os Indices de Miller de um plano da rede sdo as coordenadas
do menor veotor da rede reciproca normal aquele plano, com relacao
a um conjunto especifico de vetores primitivos da rede reciproca.
Portanto o plano da rede com indices de Miller (h,k,|) é normal
ao vetor da rede reciproca K = hb; + kb, + [b3.
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e Usualmente os indices de Miller s3o especificados em relacdo a
rede cibica simples.

-__—.
e — B
{100 {01 &)
(101) (1140 lory)

f111)
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Simetrias Cristalinas e Classificacao das Redes de Bravais

= As operacoes de simetria em um cristal formam um grupo, deno-
minado Grupo Cristalino.

As operacoes de simetria em um cristal sao as seguintes:

1- Translacoes pelos vetores da rede de Bravais;

2- Operagdes que deixam um ponto particular da rede fixo (rotagdes,
reflexdes);

3- Operacoes 1 e 2 combinadas.
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= As operacoes de simetria do tipo 2 que deixam o cristal inva-
riante e um ponto fixo sao denominadas grupo de ponto crista-
lografico. e Ha 32 grupos de ponto.

= Considerando todas as simetrias geradas por 1, 2 e 3 existem
230 estruturas cristalograficas possiveis. Os grupos que as descrevem
sao denominados grupos espaciais.
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e As simetrias do grupo de ponto cristalografico sdo as seguintes:

Eixos de Rotacoes Proprias: Correspondem a rotagdes em torno
de um eixo n-folded, ou seja somente sao permitidas rotacGes por
angulos mdltiplos inteiros de 27 /n em torno desse eixo. Para grupos
cristalinos somente sao permitidos os eixos com n=1,2,3,4,6.

Planos de Reflexao: Dado um plano que passa por um ponto a
simetria de reflexdo corresponde a obtencdao da imagem espelhada
de um lado do plano para o outro lado.

03 - Rede Cristalina e Rede Reciproca 49/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

Rotacoes Improprias(ou rotoreflexdes): Corresponde a rotagdo
seguida de uma reflexdo por um plano perpendicular ao eixo.

Inversao: Dado um ponto fixo, considerado como origem do sis-
tema de coordenadas, a inversdo consiste em fazer a transformacao
r=(x,y,z) > —r=(—x,—y,—z). Toda rede de Bravais tem sime-
tria de inversao.

Rotacao-Inversao: Consiste de uma rotacao propria pelo eixo n-
folded, seguido de uma inversao.
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e Notacao usual para as operacoes de simetria:
® [ - INversao

C, - rotacdo por um multiplo de 360°/n em torno de um eixo
n-folded, considerado vertical.

oy, - reflexdo por um plano horizontal, ou seja, perpendicular a um
eixo C,,.

G, - reflexdao por um plano vertical, ou seja, contendo o eixo C,,.

G, - reflexdo por um plano vertical diagonal, obtido pela bisecao
do angulo entre dois eixo 2-fold consistentes com a existéncia de um

Ch.

S, - rotagdo imprdpria por um angulo multiplo de 360° /n em torno
de um eixo n-folded. A operacao é dada por S, = 6,C,,.
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\E.
identity n-fold rotation axis
E Ch

mirror plane mirror plane mirror plane mirror plane
L) FH 0y 0y
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Em algumas estruturas cristalinas existem algumas combinacdes
de translacoes seguidas de rotacoes ou reflexdes, que separadamente
nao sao simetrias do cristal:

Planos de deslizamento (glide planes): consiste de uma translacao
por um vetor t que nao pertence a rede de Bravais, seguido de uma
reflexdo por um plano paralelo ao vetor t.

Eixos de Parafuso(screw axis): consiste de uma translagdo por
um vetor t ndo contido na rede de Bravais, seguido de uma rotacao
em torno de um eixo paralelo ao vetor t.

e Um exemplo é a Rede HCP, que tem um plano de deslizamento
e um eixo parafuso, conforme mostrado na figura a seguir.
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e Estrutura HCP com o Glide Plane e Screw Axis: os pontos da rede cristalina em vermelho
estdo a uma distancia ¢/2 para dentro do plano mostrado em relagdo aos pontos em azul. Uma
translacdo t = (¢/2)Z deve ser seguida de uma reflexdo no plano mostrado para colocar o cristal
na forma idéntica. De modo similar uma translagdo t = (¢/2)Z seguida de uma rotagdo em torno

de t traz o cristal a sua forma original.
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Projecoes Esterograficas dos Grupos de Ponto
= S30 representacoes graficas dos grupos de ponto cristalograficos.

= Considera-se uma esfera e um ponto no hemisfério superior, que
é marcado com um -. A partir dai todas as rotacoes obtidas por C,
sao marcadas por -.

= Os pontos obtidos por alguma operacao de simetria que fiquem
no hemisfério inferior sio marcadas com o.

= Por exemplo a inversao de um ponto marcado no hemisfério
superior - aparecera na projecao no lado diametralmente oposto e
marcado com um o.
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CUBIC
a=b=c

o= p=y=90°

TETRAGONAL
a=bzc

o= p=y=90°

ORTHORHOMBIC

azb=zxc
o=p=y=90°

HEXAGONAL
a=b=zc
o=p=90°"
v=120°

MONOCLINIC
azxbzc

o =v=90°
p=120°

TRICLINIC

azbzc
c*fpry290°
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Apenas para lembrar,

P

P

P

P

]
ASY

1
i

C

=8

TRIGONAL

o=p=y=+90°

repetimos abaixo as 14 Redes de Bravais:

4 T}rlg)es of Unit Cell

= Primitive

I = Body-Centred

F = Face-Centred

C =SideCentred
+

7 Crystal Classes
— 14 Bravais Lattices
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Simetria de grupo de ponto associadas as redes de Bravais triclinica,
monoclinica e ortorrombica.

-1

| :
3

1

ral

222 mmé

S|~
Sra
=)
=]
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Simetria de grupo de ponto associadas a rede de Bravais trigonal.
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Simetria de grupo de ponto associadas a rede de Bravais tetragonal

03 - Rede Cristalina e Rede Reciproca 59/62




Prof. Dr. C.A. Dartora

Simetria de grupo de ponto associadas a rede de Bravais hexagonal
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Simetrias do Grupo Cristalino Cibico - Grupos do Octaedro e do Tetraedro

The Crystallographic Point Groups 121

Table 7.2
OBJECTS WITH THE SYMMETRY OF THE FIVE CUBIC CRYSTALLOGRAPHIC

POINT GROUPS*

O

(m3)
“To the left of each object is the Schoenflies name of its symmetry group and to the right is the
international name. The unpictured faces may be deduced from the fact that rotation about a
body diagonal through 120° is a symmetry operation for all five objects. (Such an axis is shown

on the undecorated cube.)
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