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Prof. Dr. C.A. Dartora

Por que utilizar Raios X na determinacao da Estrutura Crista-
lina?

= O espacamento interatomico nos materiais em estado sélido esta
na ordem de uns poucos angstroms (~ 1A = 10~ "m).

= Da teoria de difracdo, sabe-se que a resolucao de imagem de
um objeto estd associada ao comprimento de onda A da radiacdo
utilizada para visualiza-lo.

= Quanto menor o A maior a resolucdo dos detalhes do objeto,
sendo que o limite de difracdao implica que ndo podemos enxergar
detalhes de dimensao menor do que o comprimento de onda.
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= Portanto, para visualizar a estrutura cristalina precisamos utili-
zar comprimentos de onda A < 1A.

Utilizando A = 107 '°m podemos determinar a energia do féton
associado:

E = h—; ~ 12.4keV |,

valor que esta no espectro de raios X, definido no intervalo de
energia entre 100eV e 100keV.
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Electromagnetic Spectrum
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Prof. Dr. C.A. Dartora

A Leil de Bragg para a difracao de Raios X

= William Henry Bragg e William Lawrence Bragg (pai e filho):
receberam o préemio Nobel de Fisica de 1915 "pela analise da estru-
tura cristalina através da difracao de raio X".

= A expressao de campo elétrico para uma onda plana uniforme é
dada por:

E — Eoei(k-l’—(Dl‘) ,

e o acumulo de fase por conta do caminho de propagacao é dado
por k-r.

= Quanto a diferenca de caminho de duas ondas é Ar a diferenca
de fase sera dada entado por kAr.
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atomicos
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e Quando os raio X incidem sobre o cristal, sdo refletidos pelos
planos atomicos.

e A diferenca de caminho das ondas refletidas por dois planos
atomicos consecutivos vale Ar = 2d sin0.

= A interferéncia entre essas ondas sera construtiva somente se
kAr = 2mm, onde m — 1,2,3... é um inteiro. Usando k = 21/A
tem-se o resultado final:

2dsin® = mA . (1)
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Prof. Dr. C.A. Dartora

e Dada a lei de Bragg

2dsin@=mA , m=1,2,3, ...

e fixando-se o comprimento de ondas A do raio X pode-se variar o
angulo 0 de incidéncia para descobrir as distancias entre os planos
atomicos nas diversas familias de planos do cristal.

= Quando a condicao de Bragg ¢é satisfeita, para um dado angulo
O um pico de interferéncia construtiva é observado.

= Descobre-se assim a estrutura do cristal, uma vez que a relacao
de Bragg é uma caracteristica especifica de cada estrutura cristalina.
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A abordagem de von Laue

= Max von Laue: ganhador do prémio Nobel de Fisica de 1914
pela " descoberta da difracdo dos raios-X pela matéria cristalina”.

= Os pontos da rede de Bravais s3o espalhadores idénticos capazes
de rerradiar a onda incidente em todas as direcoes. Considere dois
espalhadores com posicao relativa R =rg —ry:

Rk
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e A onda incidente nos espalhadores tem a forma de onda plana
uniforme ¢®T. onde k é o vetor de onda da onda incidente.

e Da mesma forma existe uma onda espalhada, aproximada por
uma onda plana uniforme cujo vetor de onda é K’, ou seja, o fator

V4 / /.
de fase é da forma ¥ T.

e Uma vez que os dois espalhadores estao situados em posicoes
diferentes, as ondas rerradiadas terdo uma diferenca de fase, corres-
pondente a diferenca de caminho.

04 - Difragado de Raio X e Determinagio da Estrutura Cristalina 11/36




Prof. Dr. C.A. Dartora

e Suponha o espalhador A na origem 0 = (0,0,0) do sistema.

e A onda incidente em B terd caminhado uma distancia R-Kk a
mais do que para atingir A e acumulara uma fase adicional R - k.

Da mesma forma, a onda espalhada, caminhara uma distancia —R -
k' adicional em relacdo 3 onda espalhada em A o que d4 uma fase
adicional —R-K’. Somando as contribuicdes a diferenca de fase total
acumulada sera dada por:

AV=R-k—R-k'=R:-(k-K).
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= Temos entdo para a onda espalhada a forma ¢® (1 + ¢'¢).

A interferéncia somente sera construtiva se AQ = 27tm, com m =
1,2,3....

= Essa condicdo é reescrita na forma:

R-(k—Kk)=2mm, m=1,2,3,..

= Em uma rede de Bravais, a distancia entre os dois espalhadores
sera correspondente a um vetor da rede direta R. Conforme vimos
anteriormente, a relacdo acima se cumpre desde que a diferenca
k — K’ é um vetor da rede reciproca, K:

k—k'=K. (2)

= A relacao acima é equivalente a lei de Bragg.
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= Para espalhamento elastico de raios X, a onda incidente e a
onda espalhada tem o mesmo comprimento de onda, o que significa
que |k| = |K'| =k e podemos escrever a dltima expressdo na forma:

K =k—K. (3)

Tomando o modulo esta ultima temos

k=k—K|=k=k-K?=(k-K) - (k—K)=k+K>—2k-K
4)

e finalmente rearranjando os termos obtemos a condicao:

L1
kK:EK, (5)

onde K = K/K é o vetor unitdrio na direcdo de K.
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Prof. Dr. C.A. Dartora

= Uma vez o vetor K ¢é perpendicular a uma familia de planos da
rede direta e o menor deles tem tamanho 27 /d, onde d é a separagdo
entre esses planos, podemos escrever:

2Ttm
K=— m=1,273...
a "
= O produto escalar da ultima equacao pode ser colocado na
forma:

A 2T
k-K:kcosq):TsinG
P | 2T 121tm

k- K=-K=—sinf=——
R W

o resultado final é a lei de Bragg. A formulacao de von Laue e
Bragg sao equivalentes.
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= Visualizacao da condicao de Laue e equivaléncia com a Lei de
Bragg:

plano da rede

/
..-j'K

K

k!‘

L1
k—k'=K=k K=_K=2dsin0=mh ,m=123..
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A Esfera de Ewald

= Construida no espaco k: considera-se uma esfera de raio k =
2/\ e a origem em um ponto da rede reciproca. Havera inter-
ferencia construtiva para dois pontos localizados na esfera conecta-
dos por um vetor da rede reciproca K.
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Técnicas de Difracao de Raio X:

— Método de Laue: Um cristal de orientac3do fixa é irradiado com
raios X a partir de uma direcdao K. A procura pelos picos de interf.
construtiva utiliza um feixe de raios X contendo um espectro entre

Ao e A;. A esfera de Ewald expande entre kg =21t /Ay e k; =21/,

=Meétodo do Cristal em Rotacao: Utiliza um feixe de raios
X monocromatico com angulo de incidéncia variado continuamente
pela rotacao do cristal. A rede reciproca e os planos da rede direta
giram a mesma taxa que o cristal. Em certos angulos a lei de Bragg
sera satisfeita.

= Método de Debye-Scherrer ou de Po6: equivalente ao método
cristal em rotacao, mas ao invés de girar um monocristal utiliza amos-
tra policristalina ou pd cujos graos sao grandes em relacao a escala
atomica, preservando a estrutura cristalina e ficam randomicamente
orientados em relacdo ao feixe de raio X incidente.
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Experimento de difracdo de Raios X:

10,000-
40,000 volts

&ead

Crystalline solid screen

H Spot from incident beam

H“‘x Spots from diffracted X-rays

"H

™ Photographic plate

04 - Difragdo de Raio X e Determinagio da Estrutura Cristalina 19/36




Prof. Dr. C.A. Dartora

Método do Cristal em Rotac3o:

Sample on
rotating table

X-ray ‘
detector
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Resultado tipico de XRD

XRD Pattern of NaCl Powder
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Prof. Dr. C.A. Dartora

Fator de Estrutura Geométrico

= O fator de estrutura geométrico descreve uma rede de Bravais
com uma base para um cristal monoatomico.

= Se base é composta por n atomos, adicionalmente a interferéncia
caracteristica da rede de Bravais, dada pelo acimulo de fase Ap =
R:(k—K'), ha ainda um fator que deve descrever a separagdo entre
os atomos da base em um unico ponto da rede de Bravais.

= Suponha a base composta de n 4tomos, localizados nas posicoes
d;, d,... d,, entdo havera um fator de estrutura geométrico dado
por:

Sk = Z e (6)
=1

= Haverd picos de interferéncia construtiva para os maximos de
Sk|?.
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= As redes de Bravais mais comuns podem ser representadas por
uma rede SC com base. Exemplo: a Rede BCC é representada por
uma rede SC com base de dtomosemd; =0ed, = (a/2)(X+¥+12).
e Escrevendo K em termos dos vetores da rede SC:

2T 2T 2T

Jay

bl:_ﬁa b2:_y7 b;=—12,
a a a

e entao

K =n;b; +nyby +n3bs ,

onde n;,ny,n3 sao trés numeros inteiros. Substituindo no fator
geométrico Sy tem-se

— iﬂ("1+n2+n3):{2 , S€ np+ny—+ns par
k=l 0 , se n;+ny-+n; impar
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= Para um cristal poliatomico, a base é formada por atomos di-
ferentes, cada um com uma estrutura eletronica diferente, entao o
fator de estrutura geométrico deve ser escrito na forma:

Sk= ) fi(K)e™ 4. (7)
=1

onde f;(K) é o fator de forma atémico do j-ésimo atomo da base,
calculado pela expressao a seguir:

1 :
f(K) = = [ dre®p () ®

onde p; € a distribuigcao de carga eletronica do j-ésimo ion na base.
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Exercicio 1 - Capitulo 6 - Aschcroft/Mermin - Solid State Physics: Amos-
tras em po de trés cristais cibicos monoatémicos foram analisados em uma camara
de Debye-Scherrer. Sabe-se que um deles é FCC, outro BCC e o ultimo tem es-
trutura Diamante. As posicoes aproximadas dos 4 primeiros picos de difracao em
cada caso sao dados na tabela abaixo:

A B C
42.2° | 28.8° | 42.8°
49.2° 141.0° | 73.2°
72.0° | 50.8° | 89.0°
87.3% | 59.6° | 115.0°

Tabela 1: Valores de ¢ para as Amostras A, B, C.

a) ldentifique as estruturas cristalinas de A, B,C.

b) Se o comprimento de onda do raio X incidente é 1.5 angstrom, qual é o
tamanho da aresta da célula clbica convencional em cada caso?

c) Se a estrutura diamante fosse substituida pela estrutura blenda de zinco com
cela cibica unitaria de mesmo tamanho, quais seriam os angulos de ocorréncia
dos primeiros 4 anéis de difracdo?
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Experimento de XRD e Construcdo de Ewald

Feixe Incidente
{5

k

Amostra

plano de Bragg
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Solucao

= Primeiro devemos determinar os vetores da rede reciproca e as relacoes an-
gulares, bem como o fator de estrutura para as redes FCC, BCC e diamante. Veja
que:

K1 B sin (%(1)1)
K>  sin(3¢,)
= Esta dltima relacdo surge da férmula 6.12 do livro Solid State Physics, As-

chcroft/Mermin:
K = 2ksin 1(1)
B 2

A rede ctbica SC tem os seguintes vetores primitivos na rede direta e reciproca:

alzaﬁ, a2:a§' , 33202
2T 2T 27
blz_xa b2:_y7 b3:_Z7
a a a
e podemos expressar os vetores da rede reciproca na forma

K = hb; + kb, + b3
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e Em termos dos indices de Miller (h,k,l) temos a seguinte express3o:

2
K = 22412+ 12 .
a

e Para uma rede SC, todas as combina¢des (h,k,l) sdo possiveis e temos
(h,k,1)={100,110,111,200,210,211,220,221...}, cujos valores de Kj;; sdo da-

dos por Ky = 27"{1, V2,3, V/4,/5,v/6,v/8,1/9...}, respectivamente.

As razdes K;/K; sdo dadas por:

K K K K K
110:\/57 111:\@, 200 A1t \/7 K200 \/736&:

K100 K100 Ko K110

o que permite determinar as relacoes entre os senos dos angulos.

e Deve-se também considerar agora o fator de estrutura, pois quando o mesmo
se anula, ndo ha pico de difrac3o.

04 - Difragado de Raio X e Determinagio da Estrutura Cristalina 28/36




Rede BCC

= Corresponde a uma rede SC com base de 2 dtomos em d; = (0,0,0) e

d> = (a/2)(1,1,1).

O fator de estrutura é dado por:

Sbcc_{2
kK710, se n;+ny+n; impar

e Sx ndo se anula e havera portanto um pico de difracio para rede BCC nos

Y

s€ ny+ny+ns par

planos definidos pelos indices de Miller 110,200,211,220.

Serdo possiveis para a rede BCC as seguintes relacoes:

p—

Kl . sin (—

01)

K2 sin (

N — D
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Rede FCC

= Corresponde a uma rede SC com base de 4 dtomos em d; = (0,0,0), d, =
(0/2)(1, 170)1 d; = (a/2)(0, 1, 1)1d4 — (a/2)(1,0, 1)

O fator de estrutura é dado por:

Sﬁcc _ 1_|_ein(h+k) _|_ei7t(k+l) _|_ein(h+l) .

e Si n3o se anula e havera portanto um pico de difracao para a rede FCC nos pla-
nos definidos pelos indices de Miller 111,200,220, ... mas naoem 100,110,210,211,221,

etc.

Serdo possiveis para a rede FCC as seguintes relacdes:

K, sin(501) _ JiBAEART.

K, sin(10,)
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Rede com Estrutura Diamante

= Corresponde a uma rede SC com base de 8 atomos pois sdo duas FCCs
interpenetrantes. A base estd dada em d; = (0,0,0), d, = (a/2)(1,1,0) , d3 =
(a/2)(0,1,1) , dy = (a/2)(1,0,1), ds = (a/4)(1,1,1) , ds = (a/4)(3,3,1), d7 =
(a/4)(3,1,3) ,dg = (a/4)(1,3,3) .

O fator de estrutura é dado por:

Sdia — S{;CC[l _I_eiﬂ:(h-l—k-l—l)/Z] .

e Sk ndo se anula e havera portanto um pico de difracdo para a estrutura
diamente nos planos definidos pelos indices de Miller 111,311... com ampli-
tude relativa 4(1 +1i) e nos planos 220... com amplitude 8, anulando-se em
100,110,200,210,211,221,222,300,310,... etc.

Serdo possiveis para a rede FCC as seguintes relacdes:

Ky _sm (%q’l) = /8/3,\/11/8,\/11/3, ...

K>  sin(30,)
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Sumarizando:
e Cristal SC:
1
sin (301 = /3/2,V/2,V/3...=1.225 , C1.73, 2.0 ,1.1547...

sin (50))

e Cristal BCC:
1
sin (301 —V2,V/3,\/3/2,v/4...=1.225 , 141, 1.73, 2.0 ...

sin (2¢J)

e Cristal FCC:

sm(( 3 \/7 V2, \/7 V4. =1.1547 , 1.41 . 1.633...

e Cristal Diamante:

sin (30) — J/11/8,\/8/3,\/11/3,...= 1.1726 , 1.633 , 1.91485 ...
sin (30,)
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Fazendo o calculo para os cristais A, B, C:

e Cristal A: ¢ = {42.2°,49.2°,72.0°,87.3°} obtemos as relagdes
1.1563,1.4114,1.6327,1.1743,1.917...
Comparando com a tabela obtida este é um cristal FCC.

e Cristal B: ¢ = {28.82,41.07,50.8,59.6°} obtemos as rela¢des
1.41,1.225,1.7247,2...
Comparando com a tabela obtida este € um cristal BCC.

e Cristal C: ¢ = {42.8°,73.2°,89.0°,115.0°} obtemos as relagdes
1.634,1.175,1.203,1.921...
Comparando com a tabela obtida este é um cristal de estrutura Diamante.
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Determinacao da dimensao da célula cuabica:
Utilizando a férmula K = 2ksin(¢/2), k =2n/A, A = 1.5 angstrom:

Para o cristal A FCC, utilizamos o menor ¢ = 42.2°:

21/ 3 2
mV3 i sin(¢/2),= a = 3.6ansgtrom

K1 =
111 A

Para o cristal B, BCC, ¢ = 28.8¢:

21/ 2 2
K10 = nf = 2% sin(¢/2) = a = 4.265ansgtrom

Para o cristal C, esttutura diamante, ¢ = 42.8°:

2m/3 2|

= 2—sin(¢/2) = a = 3.56ansgtrom

K1 =
111 A
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Com relagdo ao item c) Se a estrutura for blenda de zinco, a base é composta
de dois tipos de atomos.

Os atomos do tipo Aem d; = (0,0,0) , d, = (a/2)(1,1,0) ,d3 = (a/2)(0,1,1
, dg = (a/2)(1,0,1) , e os atomos do tipo B em ds = (a/4)(1,1,1) , dg =
(a/4)(3,3,1) ,d7 = (a/4)(3,1,3),dg = (a/4)(1,3,3) .

Nesse caso o fator de estrutura permitiria a aparicdo dos outros maximos da
rede FCC, com amplitudes diferentes:

Para a = 3.56 angstrom e A = 1.5 angstrom, fica facil determinar que os

maximos ocorrerao para K11, K»00, K220, K222, K311 € aparecerao os picos em 42.8,
49.8¢, 73.2°, 88.37,
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