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Prof. Dr. C.A. Dartora

Atomos e Hibridizacao
A estrutura atomica é determinada pela solucao da equacao de
Schrodinger, levando em conta:

e Potencial do nicleo e das interacoes de repulsao entre elétrons

e Efeitos do spin e acoplamento spin-drbita, correcoes relativisticas,
etc.

~> O atomo mais simples é o Hidrogénio, que possui um unico
proton e um unico elétron.

~» Somente para este é conhecida a solucdo exata da equacao de
Schrodinger.
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e Negligenciando efeitos de spin-orbita para um atomo qualquer
de nimero atomico Z, na auséncia de campo magnético externo,

temos:
y4 2 y4 2 2
NI p; Z|q| 1 q]
H=H =L _ — : 1
VYo Lamex 2 P
N
Hy = L4 U 2
N J:X"IZM_I_ N(pan) 9 ( )

sendo Z o numero atémico, A = Z + N, o nimero atdmico (N,
é o niimero de néutrons), Hy o hamiltoniano do nicleo e Uy(p,n)
um termo de energia potencial bastante complexo que depende de
interacOes fortes e eletromagnéticas entre protons e néutrons.
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Em geral, é possivel fatorizar a funcao de ondas na forma de um
produto:

Wa (X1, X0...X7, X1, X5...) = Y(X1,X5...X7) Q Uy (X1, Xs...)

de tal forma que:

Hywy = Eyvy |

resumindo o problema a solucao de :

Hyw=Evy .

onde

v P v ZlgP? ] q]?
_y P - 3
0 sz ;4758()|Xi| +212j:47t80\xi—xj| ’ )
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No Hamiltoniano eletrénico o significado dos termos é:

— O primeiro termo corresponde a energia cinética dos elétrons:
Z 12 h2 Z
T = Zp_l -——Y Vv
=1 2m 2m =

— O segundo termo € a energia de interacdo dos elétrons com o po-
tencial elétrico criado pelo nicleo, correspondendo a uma atracao
coulombiana:

Uy = — :
;47T80|Xi’

— O dltimo termo é a repulsao coulombiana entre pares de elétrons:

e Métodos usuais de solucao: Hartree e Hartree-Fock. Hartree-Fock
leva em conta a antissimetria das funcoes de ondas de férmions.
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e Para o Hidrogenio a solucao é exata. Para os demais atomos
a solucdo é obtida por métodos perturbativos. Considera-se como
primeira aproximacao atomos ionizados de tal forma que apenas um
Unico elétron esteja presente.

— Nesse caso o problema a ser resolvido sera:

__hzv2 . Zqz

2m 4megr

\U(F,O,(P,G) :EW(F,G,(P,G) 3 4)

onde G denota o grau de liberdade de spin.

— A funcao \ é parametrizada por 4 coordenadas independentes,
X = (r,0,9) e o spin G que para os elétrons pode ser 6 =71 ou 6 =,
correspondente aos autovalores da matriz de Pauli ©,.
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Impondo as seguintes condicoes de contorno:
limy(r) =0, /\p*\pdv =1,
r—>00 \%

encontraremos as seguintes solucoes:

Wnlmc(r, e) (Paﬁ) — Pnl(r)Ylm(e7 (P)XG ) (5)
— P,;(r) sdo os polindmios radiais dados pelas fun¢des de Laguerre;

— Y/"(0,¢) sdo os harmonicos esféricos (autoestados da compo-
nente L, do operador momento angular orbital, L = —iix X V e
simultaneamente de L?).

— X5 € um spinor de Pauli, definido anteriormente.
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~» A forma do orbital é definida essencialmente pela fungdo ¥," (0, ¢)
enquanto a distancia radial a partir do ntcleo de maior probabilidade
de encontrar o elétron é definida essencialmente por P, (7).

Alguns harmonicos esféricos:

1

1(0,0) = /1 (6)
[3

Y (0,0) = Ecos@ (7)

vEN(0,0) = 4/ %Sineeiiq’ (8)
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Forma dos harmonicos esféricos que dao origem aos orbitais atomicos:

<&

DACA) D ETCR")] D E(CR) D €X' &
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e Existem quatro numeros quanticos, correspondentes as quatro
coordenadas (7,0,0,0):

— O nimero quantico n é dito numero principal e refere-se a camada
de energia e a proximidade em relacdo ao nicleo. Quanto menor o
nimero n mais proximo o orbital estara do nucleo. Pode assumir
somente valores inteiros n =1,2,3,4...;

— O ndmero quantico / determina o momento angular e é denomi-
nado numero quantico azimutal, assumindo os valores [ =0,1,2...n—
1. Existe ainda a nomenclatura s, p,d, f... correspondendo aos va-
lores 0,1,2,3..., respectivamente. Determina a forma dos orbitais;
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— O ndmero quantico m corresponde a projecdo do momento angular
sobre o eixo de referéncia z. Uma vez que o momento angular

é quantizado m somente pode assumir valores inteiros na forma
m=—-1,—1+1,...0,... —1,1.

m é denominado também numero quantico magnético, pois o
momento angular orbital esta associado ao momento de dipolo
magnético orbital e nesse caso a aplicacao do campo magnético
externo modifica as energias de acordo com o valor de m;

— O nimero G corresponde ao spin, e para particulas de spin 1/2
somente pode assumir dois valores, 6 = 1 para os autovalores
de G,(ou de acordo com a notag¢do +1/2.)
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e Conhecidos os orbitais ,,;;,s(7, 0, @, G) para um dtomo de nimero
atomico Z, é possivel preencher os orbitais de 1 até Z elétrons,
recalculando as energias do atomo até finalizar o processo - método
autoconsistente.

e Algumas regras empiricas para o preenchimento dos orbitais:

— Principio de Exclusao de Pauli: elétrons sao férmions, e nesse caso
ndo podem dois elétrons ocupar o mesmo orbital (ndo podem ter
os quatro niimeros quanticos iguais).

— Paran=1, ] =0 e m = 0 obrigatoriamente e ficamos entao
com o maximo de 2 elétrons nessa camada, correspondendo as
duas possibilidades de spin. Para n =2, [ = 1, ha trés possibili-
dades de m = —1,0,+1 e duas de spin 6 =7, |, tendo 6 possibi-
lidades no total:
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— Regra de Hund: o estado fundamental de um atomo maximiza o
momento angular de spin, e adota o valor de momento angular
orbital compativel com a maximizacao do momento angular de
spin total.

Esse procedimento simetriza a parte do spin e anti-simetriza a
parte espacial da funcdo de ondas, fazendo com que os elétrons
tenham probabilidades maiores de estarem mais distantes, o que
minimiza a repulsao coulombiana.

— Diagramas de Linus Pauling: permite determinar através de uma
forma diagramatica o estado fundamental dos atomos.
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Orbitais s, p,, py, p. € Hibridizacao

~> Em algumas situacdes, principalmente quando atomos fazem
ligacOes quimicas para formar moléculas, é energeticamente favoravel
o que costuma denominar-se Hibridizagdo.

~» Corresponde essencialmente a mistura de orbitais atomicos para
formar novas funcoes de ondas mais direcionais.

~> A estrutura cristalina deve-se em grande parte a forma direcional
como as ligacoes quimicas sao realizadas, ou seja, depende essenci-
almente das camadas de valéncia e da forma dos orbitais hibridos.
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Vamos definir os orbitais de nosso interesse para o que segue na
forma abaixo:

sz?&@, 9)

pe = (41 (10)
i .

py =" =1), (11)

p. =Y, (12)

~» Considerando os orbitais do tipo d(I =2) e f(I = 3) as possi-
bilidades de combinacao ampliam-se consideravelmente.
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Orbitais de interesse:

Orbitals -
s Orbital p, _game
0.05
0 -
-0.05 |7
0.05 . :
0 , 005
-0.05 -0.05
Orbital p
Y
0.05] 4
04
-0.05 {.

285 g 008
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e Entre orbitais s e p existem trés formas de hibridizacao principais:

A) Hibridizacdo do tipo sp, que combina orbital s com apenas um
orbital p formando dois orbitais mais direcionais ao longo de um
determinado eixo. Exemplo para o eixo x: s+ p, e s — p,.

B) Hibridizacdo do tipo sp?, que combina um orbital s com dois
orbitais p formando trés novos orbitais contidos em um plano e for-
mando 1207 entre eles: s+ p,+ py, S — px, S+ px—2py.
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C) Hibridizacdo do tipo sp’, combina um orbital s com os trés
orbitais p, para formar uma estrutura tetraédrica:

Y| =S8+ px+ Pyt Pz
Vo) =S+ px— Py — Pz
Y3 =8—DpPx+ Py— Pz
Yy =8 — pPx— Pyt Pz

~» O Carbono pode realizar qualquer uma dessas hibridizacoes, dai
sua grande facilidade para se combinar com outros elementos, sendo
essencial para a vida. Na forma sp’ forma a estrutura diamante, a
mesma do Germanio e Silicio, enquanto o sp? corresponde ao grafite.
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Orbitais hibridos sp?: 3 orbitais no plano com angulo de 120° e
um perpendicular ao plano, formam estrutura hexagonal(p. ex. o
grafite).

p orbital

sp? orbital /sp2 orbital

sp? orbital

Figure 9.10
An sp? hybridized C atom

Steven 5. Zumdahl, Chamisiry, Third Edition, © 1993 by D. C. Haath and Company !‘
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Orbitais hibridos sp® formando um tetraedro: estrutura cristalina
diamante.
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Moléculas e Ligacoes Quimicas

Uma vez conhecida a estrutura eletronica de um atomo de numero
atomico Z sabe-se que:

~> Camadas eletronicas totalmente preenchidas(para o nivel n =2,
teriamos 2s22p6) tem simetria esférica e compensacao quase perfeita
de momento angular, momentos de dipolo elétrico e magnético, etc.

~> Somente os elementos da familia VIII-A (Gases Nobres) da
tabela periddica tem camadas eletronicas totalmente preenchidas,
dai sua pouca habilidade para efetuar ligacoes quimicas.

~> Nos atomos eletricamente neutros momentos de multipolo sur-
gem nas devido as camadas incompletas, fazendo-os interagir eletro-
magneticamente.
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~» Camadas eletronicas incompletas ou ndo compensadas s3o de-
nominadas camadas de valéncia dos atomos e fazem com que estes
tenham efetivamente momento de dipolo elétrico, momento de di-
polo magnético, etc.

~> Através destes momentos, dois ou mais atomos podem interagir
para encontrar uma configuracao energética mais estavel, formando
assim moléculas.

~>» REGRA DO OCTETQ: os atomos tendem a interagir para en-
contrar uma configuracao mais estavel, similar a dos gases nobres,
e para tanto formam moléculas, nas quais elétrons sdo compartilha-
dos de tal modo a completar a camada de valéncia de cada um dos
atomos.
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~> Considerando dois atomos de hidrogénio por simplicidade, cada
um contendo um proton e um elétron, é facil ver que flutuacoes
quanticas permitem a existéncia de momento de dipolo elétrico ins-
tantaneo, tal que quando ndo muito proximos, os dois atomos vao

Interagir com energia :

2

A ~ ——d;-d
4meyr3 S

~> Se a energia AE é negativa para uma certa configuracio ha-
verd atracdo e os dois atomos tendem a formar uma molécula com
vantagem em relacdo aos atomos isolados.
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Visdo pictérica: interacao entre dois atomos de Hidrogénio por
interacdo entre momentos de dipolo elétrico instantaneos.

=S <3 <2
& A e e e > di [€=r===———
d> 1
= <3 <3
Situacdo atrativa Situacao repulsiva

/

~» E possivel, conhecendo-se o raio atomico de Bohr para o hi-
drogénio, estimar a distancia interatomica na molécula H, através
de consideracoes eletrostaticas!
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~» O célculo correto para uma molécula geral deve levar em conta
interacoes coulombianas entre todas as cargas do problema:

2 Z 1 2 Zeffzeff 2 Z Zeff
fnt = 4 5 r; — 1| 47ceo —R; 47, r; —

A\

R/

(13)

]

— 12 e 2° termos: repulsdo e~ — e~ e repulsdao nicleo-nicleo
cuja carga € parcialmente compensada parcialmente pelos elétrons de
caroco, que nao participam das interacoes. Ultimo termo: atracao
elétron-ncleo.
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e Forma tipica da energia potencial de interacao para moléculas
diatomicas, em funcao da distancia entre os ntcleos:

30

Energia de Interagao (U.A.)
n o o = o S o

L
=]
!

15 |
0 0.2
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~> A energia potencial tem uma regido atrativa: atracao entre os
elétrons de valéncia e os nicleos supera a repulsao elétron-elétron
e nucleo-nicleo. Aproximando demais os atomos a repulsao entre
os nucleos de carga positiva e as eletrosferas de caroco superara as
forcas atrativas.

~> O minimo corresponde a distancia de equilibrio da molécula.
Em torno do minimo o potencial toma a forma de um oscilador
harmdnico, V (x) = mwyx*/2.

e Vibracoes moleculares correspondem a pequenas oscilacoes na
distancia entre os atomos em relacao ao ponto de equilibrio. Em
geral ha ressonancias na faixa de microondas.
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Moléculas Diatomicas

e Vamos considerar por simplicidade uma molécula de dois atomos
apenas, e ao final generalizar algumas conclusoes.

e Os atomos A e B contribuem com apenas um orbital atomico
para formar o orbital molecular y:

Y =ay,+byp . (14)

e A amplitude a é o peso do orbital Yy, proveniente do atomo A
na formacao do orbital molecular e b o peso do orbital atomico yp
do atomo B.

~> Objetivos: determinar a e b e as energias da molécula, dados
os orbitais atomicos e energias correspondentes a estes, bem como
a energia de interacao entre os atomos.
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e O Hamiltoniano do sistema na forma matricial esta dado por:

A €4 —A
A=) (15)

® £4 é a energia correspondente ao orbital Y4 no atomo A isolado.

€p € a energia correspondente ao orbital Y no atomo B isolado.

e A(r) é o potencial de interacdo dos dois atomos, que toma
a forma geral apresentada anterioremente, em geral possuindo um
minimo, que correspondera ao equilibrio.
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~» Quando expressamos o Hamiltoniano em uma forma matricial,

(HH Hy ... HlN\
Hyy Hp ... Hyy

ﬂ: . . e . (16)

\ Hy1 Hy, ... Hyy |
cada elemento de matriz H;; deve ser calculado na forma:

Hy = (i) = [ Exyl@AEPYK) . (7
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~» H,,: valor médio da energia (H) com relacdo ao estado y,,(x)

A\

~» H,,, m = n: expectativa de transicao entre um estado V,, e
outro \,,, através de interacoes contidas em H.

A diagonalizacao do Hamiltoniano H consiste em encontrar os au-
tovalores e autovetores correspondentes

det[A —E1] =0

onde 1 é a matriz identidade com a dimensao de H. As solucoes
de E = {¢€1,€,...€y} serdo as autoenergias com autovetores satisfa-
zendo:

I:I|\|fn> — 8n|\|fn> .
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~> O problema da molécula diatbmica com apenas dois orbitais
envolvidos na ligacao tem dimensao 2 e a funcao de onda Y = ay, +

byp pode ser representadas por um ket de Dirac:

~» Temos entdo um problema de autovalor da forma:

H|y) =E|y) ,

ou explicitamente:

€4 —A a a
—A €p b | b
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e Solucao dos autovalores:

SA—E —A B B B v
det( A 83—E>_(E €a)(E—€g)— A" =0,

possuindo duas raizes:

€s+Ep
2

1
E.= ii\/(eA—eB)ZJrAZ. (18)

Definindo 0€ = €4 — €5 tem-se as autofuncoes:

[2Ax|;A+ (5 \/582—|—A2)\|IB} o 19)

Vi =
fi

onde A = 4A” + (8 F /de2 + A?)? normaliza .
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Algumas conclusoes importantes:

e O nivel de energia E_ encontra-se abaixo do valor médio de
energia dos dtomos isolados € = (€4 +€p)/2 e também da menor
energia entre €4 e €g ou seja E_ < min(&4, €p):

E
E — A ‘|‘ Ep ’88| \/ |
Se2

e Nesse caso, deve favorecer a ligacdo molecular em relacdo aos
dois atomos isolados.
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e Ja o outro nivel de energia E, encontra-se acima do valor médio,
sendo favoravel energeticamente os atomos nao ligarem.

~> A autofuncdo y_ é dita ligante enquanto Y, é denominada
anti-ligante.

e A diferenca entre as energias dos orbitais atomicos 0€ = €4 — €p
vai definir o tipo de ligacao:

— Polares ou lonicas;

— Apolares ou Covalentes e Covalentes Metalicas;
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= Ligacoes Polares ou Ionicas:

e Quando o€ # 0 o peso dos orbitais atdmicos provenientes de cada
atomo em VY ¢é diferente.

~> Portanto um elétron devera ficar mais proximo de um atomo
do que do outro, formando regioes de carga elétrica nao homogene-
amente distribuida.

~> A regidao onde o elétron tem maior probabilidade de estar define
o ion negativo.

~> Ao final pode-se entender a energia de ligacdo entre os dois
atomos como uma interacao de Coulomb entre dois ions de cargas
opostas.
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~> Considere como exemplo que a diferenca de energia seja igual
a energia de interacdo, 0 = A e €4 > €p.

Nesse caso:

1
VIF2V2

e assumir aproximacao gaussiana para orbitais tipo s:

2y4 + (1 FV2)yp)

Yy

Wa = Woexp[—c(x+x0)’]

Vs = Yoexp|—c(x —XO)Z]
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=> Orbital ionico ligante y_, comparado aos orbitais atémicos: a
probabilidade de o elétron estar mais proximo do atomo A é maior
do que do atomo B. Nesse caso A serd o ion negativo.

(=]
[{e] -
-

W AlX) /\ v IB(x) f

=2
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~l
|
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|
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=
i
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|

=
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o
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L
o
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= Ligacoes Apolares ou Covalentes:

Quando os atomos que fazem parte da molécula s3o idénticos ou
semelhantes, de forma que € — 0 o peso dos orbitais atomicos
provenientes de cada atomo em VY torna-se igual.

~> Portanto a distribuicao de cargas tendera a ser mais homogeénea

e compartilhada pelos atomos, e tendera a ficar entre os dois atomos
para o caso diatomico.

~» Fazendo 0€ = 0 temos €4 = €5 e obtém-se facilmente

1
Y1 = E[WA T V]

EL=¢e,+tA.
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e Orbitais covalentes, assumindo a aproximacdo gaussiana para
orbitais tipo s:

Ya = Yoexp|—c(x+x0)*] e Wp = Yoexp|—c(x —xp)°]:

1.4 T T T 1

0.9
1.2}

0.8}

0.7}

w1
sk 0.6F

0.5

0.6}
0.4}
[

04t 0.3}

0.2}

0.2F
0.1}

10 -10 10

Eixo x em A..U.

(a) (b)

(a) Orbital covalente ligante y_. Os elétrons compartilhados tem maior proba-
bilidade de estar entre os dois atomos. (b) Orbital covalente anti-ligante .. Os
elétrons tendem a ficar em seus proprios atomos € nao favorece a ligacao.
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= Observacoes adicionais importantes:

e A interacao favorece um estado de menor energia do que os dois
atomos separados.

e Niveis de energia se desdobram por efeito de interacao.

~» Pode-se dizer que isto é um dos efeitos da quebra de sime-
tria esférica do atomo, para uma simetria menor (axial no caso de
molécula diatdmica), o que produz o remogdo de degenerescéncias
do espectro de energias.
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e No caso de dois atomos iguais temos uma ligacao covalente:

1
\\Ifi>—ﬁ

e Quando ha um elétron vindo de cada atomo, se r — o0, A — 0
e a energia do sistema soma 2€.

(Jwa) £|wp) = Ex =e£A (20)

e Aproximando os 2 atomos, forma-se a molécula no estado ligante
l'W_), com energia menor que os atomos separados. Os 2 elétrons

estarao no estado singleto de spin. A energia da molécula vale E =
2FE_ =2¢e—2A.

e 1 orbital de cada atomo: desdobramento do nivel atomico € em
2 niveis €+ A. Se mais atomos e/ou um ndmero maior de orbitais
atomicos participam da ligacao o desdobramento de um nivel se da
para N nivelis.
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~> As propriedades dos solidos sao ditadas em grau elevado pela
forma como os atomos e moléculas que o formam fazem suas ligacoes.

e Metais: camadas de valéncia com ndmero de elétrons < 3.
Para completar essas udltimas camadas muitos atomos participam
da ligacao, tornando elétrons praticamente deslocalizados, o que ira
formar a banda de conducdo, formada por elétrons quase livres.

e |solantes: geralmente formados por elementos com nimero de
elétrons > 5. Poucos atomos participam da ligacao para dar es-
tabilidade ao sistema. Os elétrons ficam localizados numa regiao
delimitada por poucos atomos, sendo menos aptos a se mover e
reduzindo propriedades como a condutividade elétrica.

e Semicondutores: ficam numa situacdo intermediaria, onde o
numero de elétrons de valencia é igual a 4.
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e Ligacbes Quimicas podem ser classificadas ainda por sua confi-
guracao geométrica:

— Ligacao G: orbitais se sobrepoem na linha que une os atomos
que formam ligacao. Usualmente tem energias de ligacdo grandes.

— Ligacao m: orbitais que compdem a ligacao sao ortogonais a
linha une os atomos que formam ligacdo. A ligacao tem a forma de
7 dai o nome. Usualmente tem menores energias de ligacao.
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L (e & bond

00 ThomsonBroois Cole
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Teorema de Bloch

= Cada cela unitaria é equivalente as demais e se repete periodi-
camente por todo o cristal.

~» O potencial de interacdo a qual elétrons do material estao su-
jeitos é primeiramente criado pelos ions da rede cristalina e deve ser
o mesmo em dois pontos do cristal que diferem por um vetor de
translacio R.

~» Em outras palavras, o potencial a que os elétrons estao sujeitos
deve ter a periodicidade da rede cristalina:

V(r)=V(r+R), (21)

onde R = nja; + n,a, + n3asz é uma translacao na rede.
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~» Podemos definir um operador de translacdo 1(R), da seguinte
forma:

T(R) = exp [—%R-p] =exp|—R-V] | (22)

Observe que operando sobre uma fungdo Y(r) temos:

T(R)y(r) =exp[—R-V]y(r) =y(r) -R-Vy(r)+.. = y(r—R).
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— O potencial V(r), dito potencial cristalino, a que estdo sujei-
tos os elétrons é invariante por translacoes, e nesse caso pode ser
expandido em séries de Fourier!

ARV (r)=V(r—R)=V(r) .

— Se consideramos o Hamiltoniano de um elétron na presenca do
potencial cristalino, teremos dois termos:

. p?
H=—4+V
2m+ (r) ,

sendo o termo cinético obviamente invariante por translacoes.
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~> Observe que ’AC(R)PAI — H, se a translac3o realizada pertence ao
grupo da simetria de translacoes de H. ou seja, se R é um vetor
de translacao que leva de um ponto a outro equivalente na rede
cristalina.

Agora consideremos a equacao de Schrodinger:

Hy(r) = Ey(r) ,

aplicando a seguir o operador de translacoes:

A

HR)A(r) = H(R)AE (R)ER)Y(r) = EX(R)W(r) |
~> Observe que:

}R)AT(R) = A

uma vez que temos uma transformacao de similaridade.
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Por outro lado:

mas Y(r — R) deve ter a mesma energia que y(r).

e Dessa forma, Y(r) deve ser idéntica a Y(r —R) a menos de uma
fase, que pode ser expressa na forma e~ Rl
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~> Tendo em vista o exposto, o teorema de Bloch é expresso da
seguinte forma:

A funcdo de ondas do elétron \y(r) em um cristal deve conter a
mesma periodicidade do potencial da rede cristalina e assume a
forma abaixo:

V(r) = e u(r) | (23)

ou seja, € uma onda plana uniforme modulada pelo potencial cris-
talino, onde
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E facil verificar que

tR)y(r) = y(r—R) = (R)["Tuy(r)] = Ny (r — R)

Utilizando a propriedade de u(r) temos:

TR)Y(r) = y(r—R) = e “Re™ Ty (r)] = e *Ry(r) ,

conforme requer a simetria do grupo de translacdo do Hamiltoni-
ano.
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Comentarios gerais sobre o Teorema de Bloch:

= O vetor de onda k é a extensdo natural do vetor k =p/h do
elétron livre no modelo de Sommerfeld e é conhecido como momento
cristalino do elétron, no potencial periddico.

Todavia Zik nao é um autovalor do operador de momento p = —ihV
para a funcdo Y(r) = e uy(r).

= O vetor k pode sempre ser rebatido para a primeira zona de
Brillouin por uma translacido k' =k + K.
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= Pode-se obter um conjunto de solu¢des de energia E,(k) para
um dado valor de k. Nesse caso € importante adicionar um indice n
a solucdo na forma Y, = X Tu,(r). O indice n que designa uma
solucao particular é denominado indice de banda.

= A simetria da rede reciproca implica que E,(k) = E,(k+ K).
A velocidade de um elétron no cristal é dada por

Vn(k) — _VkEn(k) : (24)
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Superficie de Fermi

= O estado fundamental de N elétrons é construido ocupando-se
cada estado eletrénico com energia E,(k), da menor para a maior,
sempre satisfazendo o principio de exclusao de Pauli.

= Regibes proibidas no espectro E,(Kk), onde n3o existe nenhuma
solucao de energia E, em um certo intervalo, especificados os valores
de k sao denominados gap ou bandgap.
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= Duas situacoes podem acontecer:

e Um certo ndmero de bandas é completamente preenchido, e todos
os niveis acima estao desocupados, havendo um bandgap entre essas
duas regioes. Isso define isolantes e semicondutores intrinsecos em
baixas temperaturas

e Um conjunto de bandas fica apenas parcialmente preenchido.
Nesse caso o nivel de energia mais alto ocupado, denominado energia
de Fermi Er define uma superficie no espaco K. Esta é conhecida
como superficie de Fermi, definida por

E,k)=EF . (25)
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Densidades de Estados

— Niveis atomicos discretos assumem no sélido um continuum.
Diz-se entdo que formou-se uma estrutura de bandas.

Atomo Moleécula Solido
E)' E; E}

GapI"

GapI

> D(E)
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e Ao passar de um uUnico atomo para um soélido é conveniente falar
em densidades de estados de energia, definida como:

D(E)=——F= 26
— AN = D(E)AE é o nimero de estados disponiveis para os

elétrons.

— Para um atomo ou uma estrutura molecular simples, é claro
que os niveis sao discretos, e podem ser representados, em termos
de uma densidade, por funcoes delta de Dirac:

D,(E) = O(E — E,(Kk)) - (27)

Desse modo, para a n-ésima banda:

D,(E) = 4% / PKS(E —E, (K)) . (28)
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Cristal Unidimensional: O modelo de Kronig-Penney

~» Modelo 1D util no entendimento do surgimento de uma estrutura
de bandas de energia. O potencial V(x) = V(x —a) é periddico,
sendo a a periodicidade do cristal:

A V)

A equacado de Schrodinger a ser resolvida é dada por:

n d>y
b —
2m dx? (O &
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k

~+ A funcio de onda de Bloch, y(x) = ¢ u;(x), toma a forma:

y(x) = Acos(Px)+Bsin(Px) , 0<x<b, (29)
y(x) = Cexp(ox)+Dexp(—ox) , b<x<a, (30)

onde A,B,C,D devem ser determinados pelas condicoes de conti-
nuidade da fun¢do Y e sua derivada d\y/dx nas regides de interface.

~+ As expressdes para O e 3 sdo mostradas abaixo:

ZM(V() — E)
o = :
hz
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e A condicdo de continuidade de Y(x) e sua derivada dy/dx em
x = 0 e considerando a periodicidade da rede cristalina, o que signi-
fica que as mesmas condicoes se aplicam a x = a fornece:

A = [Cexp(0a) —I—Dexp(—oca)]el:k“
BB = aCexp(0a) — Dexp(—aa)]e™

e Fazendo a condicao de continuidade em x = b obtemos:

Acos(Bb) + Bsin(Bb) = Cexp(ab) + Dexp(—ob)
B|—Asin(Bb) + Bcos(Pb)] = a|Cexp(ab) — Dexp(—ab)]
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~> O conjunto de equacdes pode ser colocado numa forma matri-
cial:

/ 1
0
cos(Bb) sin(Bp) —e* @ —e® C
\ —Bsin(Bb) Beos(Bp) —ae® ae® ) \ D)
e Somente ha solucdo se o det da matriz acima se anula, resultando
em

_eika—l—oca _eika—oca\ /A\
_OCeikcH—OLa Oceika—oca

o O

=0 (31)

o2 — B2

o

onde c=a—b. Sendo o = \/Zm(VO—E)/hz, B=+\/2mE/h e
especificadas as constantes (m, V), a,b), devemos buscar solucdes de
E em funcao de k.
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~> O lado esquerdo acima estd limitado a —1 < cos(ka) < +1.
Ja o direito contém funcoes hiperbdlicas e pode ultrapassar esses
valores.

~» Portanto, para certos valores de energia E no lado direito, nao
ha solucao real de k e essas serdao energias proibidas. Formam-se
gaps na relagcdo E(k)!!!

Definindo L(E) na forma abaixo:

o2 — B2

o

L(E) = cosh(oc)cos(Bb) + sinh (o) sin(b)

podemos escrever:

k = éarccos[L(E)] .

e Buscam-se solugdes reais |k,E (k)| que satisfacam a equagdo
acima.
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~» Exemplo: 2mV0/h2 = 250, a = 1 unidades de comprimento e
b = 0.9 unidades de comprimento:

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Energia E(em U.A))
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~> As bandas de energia permitidas correspondem aquelas regioes
da fun¢do L(E) no intervalo [—1,+1], para o qual temos uma
solucao real para o nimero de onda k.

~> Entre as bandas permitidas formam-se gaps de energias, ou seja,
valores nao permitidos.

A relagdo entre k e E(k) forma o que é denominado estrutura de
bandas.
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~» Estrutura de bandas resultante no modelo de K-P em 1D.

250
D)D) iR frrmmn T -
Gip de Energia
A = i
1501
o~
5 .......................................................................................
LIJ Gap de Energia
100k cimimimimim i o A,
"""" G 1dE
ap de Energia
B e g e _f __________________________________________________________________
Gap de Energia
0 I
0.5 1 1.5 2 25 3

~» Em um sdélido 3D também ocorre formacao de estrutura de
bandas, mas as caracteristicas essenciais sao ditadas pelo grupo de
simetrias do cristal.
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e Observando o comportamento da fun¢do L(E) é possivel facil-
mente perceber que esta é linearizavel no intervalo —1 < L(E) < +1.

Para as regides crescentes de L(E), tal que L(E;) = —1, L(E,) =
+1, E; < E, temos:

2E—E))
(E2— Ey)

cos(ka) =L(E) = —1+
e isolando £ podemos obter facillmente:

Ew+E, E,—E
E(k) = 1—2F 2 22 Lcos(ka) , (33)
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e Para as regides decrescentes de L(E), tal que L(E3) = +1,
L(E4) = —1, E5 < E4 temos:

2(E — E3)

cos(ka) =L(E) =1— £, Es)

ou seja:

_Es+Ey E4—Ej

E(k) 5 5

cos(ka) , (34)
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~> A func¢do de energia E(k) nas bandas permitidas é periddica e
o periodo em k é 21/a.

~> No espaco real o periodo da rede é a. Devemos identificar 21t/a
como a periodicidade da rede reciproca. Uma vez que

E(k) = E & Acos(ka)

é facil ver que os pontos k = —1t/a e +7/a sdo equivalentes.

~> A primeira zona de Brillouin no modelo de Kronig-Penney se
estende de —Tt/a até +1/a.
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Niveis Eletronicos em Potencial Periodico:

= Em sua forma mais simples, o problema dos niveis eletrénicos
no estado sélido cristalino corresponde a solucao da equacao de
Schrodinger para a fungdo de ondas W(r) na presenca do potencial
cristalino V (r) que contém a simetria da estrutura cristalina:

v | wir) = ew(r) (35)

2m

= Em uma primeira instancia pode-se omitir o spin e a interacao
spin-Orbita, bem como campos aplicados. Todos esses efeitos sao
tratados usualmente como perturbacoes.
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Wi(r) = ™ Tu(r) . (36)

= Uma vez que ug(r) = ug(r — R) deve ter a periodicidade da
rede cristalina, bem como o potencial V(r), podemos expandir em
componentes de Fourier, como segue:
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e Utilizando a expansdo de uk(r) na equagdo para g, temos:

\Vk(r) _ ZCKei(k+K).r . (37)

K

e Introduzindo as expressdoes acima na equacdo de Schrodinger
obtemos:

i /
; (k_l_ K) CK@ i(k+K)-r _I_ ZZ V ICK e i(k+K+K')- _ SZ CKe i(k+K)-r
m K K

Lom
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e Multiplicando toda a equacdo por e 4T e integrando sobre todo
o volume, podemos utilizar a identidade seguinte:

/ d’re T = (21)°8 (q—q) .
vol

ou na versdo discreta trocamos a delta de Dirac &°(q —q’) pela
delta de Kronecker 94, para obter:

h2
2m(k+K) CKBK k+q‘|‘ZZVK’CK6K (q—k—K') —SZCKBK —k+q
K K

L

e finalmente somando sobre as varidveis da delta de Kronecker:

h2 q2

2m — & | Cq— k—|—ZVK/Cq kx =0 (38)
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e Condi¢Ges de contorno de uy(r) implicam que o ¢q_x seja um dos
ck, onde K é um vetor da rede reciproca. Desse modo q— k=K e
temos:

n(k 4+ K)?
2m

—& | ek + ) Vrekx =0 (39)
K/

e Esta é a eq. de Schrodinger no espaco reciproco, na presenca do
potencial cristalino, cujas componentes de Fourier sao dadas por Vk.

e Para potenciais cristalinos fracos podemos utilizar a teoria de
perturbacoes para determinar o efeito do potencial.

e Se Vx = 0 para todo K: espectro de uma particula livre, que é
o ponto de partida na teoria das perturbacoes.
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e Considerando o espectro de particula livre temos:

hz
E(k)=-—(k+K)*. (40)

- 2m

e Periodicidade da rede reciproca faz com que a definicao da origem
no espaco k seja arbitraria e portanto E(k) = E(k+ K).

e Todo o espectro pode ser representado dentro da 1¢ Zona de
Brillouin, aplicando uma translacao da rede reciproca ao vetor Kk tal
que o mesmo fique dentro da 1ZB. Essa é conhecida como esquema
reduzido.

e Regiao problematica: planos de Bragg, onde passa-se de uma
zona de Brillouin para outra.
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e Representacao do espectro de energia, periddico no espaco k.

Primeya Zona de Brillouin

w HLN a
I I

Energia E(k) em U A.
N

g;

[ Plano de Bragg
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e Representacdo do espectro de energia rebatido para a 1¢ Zona
de Brillouin.

6
5r “*+— Aqui ocorre separagdo de niveis
4 |
x
LL 3L _
2 Aqui ocorre separ%‘ |
1
O ' !
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Niveis de Energia Proximo de um Plano de Bragg

e Efeito mais pronunciado do potencial cristalino ocorre nos planos
de Bragg, na regidao limitrofe de uma zona de Brillouin: produz
remocao da degenerescéncia e abre-se um gap de energia.
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e Nos planos de Bragg, se a condicao dos vetores de onda é sa-
tisfeita, reflexdes podem ocorrer. Temos que observar o que ocorre
com E(q).

e Observe que para um vetor de onda q pertencente a um plano
de Bragg

gq=E(q) = E(q—K)

se K-q=K?/2, ou seja, se a condicio de Bragg/Laue é satisfeita.
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Nesse caso podemos utilizar a teoria de perturbactes entre esses
estados:

(€q —€q)co+ Vkc-k =0, (41)
(Eq_k —€q)c-K+ VKco =0, (42)

onde V_g = Vk, e utilizamos as equacdes (39) considerando so-
mente o valor de K’ para o qual a condicdo de Bragg se satisfaz e

€)= n*q*/(2m). A solugdo do sistema no plano de Bragg nos da:

gq = &g+ |Vk| , (43)

ou seja, a interacao do potencial cristalino remove a degenerescéncia
e cria-se um gap 2|Vk|.
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Estrutura de Bandas e Simetrias da Rede Reciproca

e A estrutura de bandas de energia e o seu preenchimento pelos
elétrons provenientes dos ions da rede definem a maior parte (se ndo
todas) das propriedades dos materiais.

e Para potenciais cristalinos fracos ocorre a formacao de gap nos
planos de Bragg, que no esquema reduzido, virdo corresponder aos
limites de 1ZB. Longe dessa regiao, a relacao de dispersao pode ser
aproximada pela relaco de energia do elétron livre E (k) = h*k?/ (2m).

e Simetrias da rede reciproca e da 1/B s3o fundamentais e podem
ser utilizadas para esbocar as bandas de energia. A rede reciproca
é diretamente relacionada a rede direta e portanto a estrutura de
bandas tem relacdo direta com a simetria da estrutura cristalina.
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Exemplo: A rede quadrada

e As zonas de Brillouin de uma rede cristalina bidimensional qua-
drada sao mostradas na figura abaixo:

i &
3 )
2
r ™
3 3
1
2 2 2
2 3
N 2 o
3 3
[ |
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= A construcao de Harrison para determinar a ocupacao das
zonas de Brillouin:

e Dado o valor da energia de Fermi Ep, que estd associada a
densidade de elétrons, obtém-se uma esfera de raio kr assumindo
a relacao de dispersao parabdlica:

212
kg
2m
e Determinam-se todos os pontos da rede reciproca e entdao uma

esfera de Fermi com raio kg (no caso 2D um circulo) é desenhada
cada ponto da rede reciproca.

Er

e Pode-se obter facilmente o preenchimento de todas as zonas de
Brillouin e a forma das orbitas das particulas no espaco k.

e VVamos mostrar a seguir o exemplo com a rede quadrada.
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Rebatimento das Zonas de Brillouin para dentro da Primeira ZB:

4 5

laZB 2a ZB
S
VAR

3a/Zb da ZB
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= Pontos e linhas de alta simetria da 1¢ Zona de Brillouin da rede
quadrada s3o mostradas na figura abaixo:

05 - Teorema de Bloch e Niveis Eletronicos em Potencial Periédico 90/97




Prof. Dr. C.A. Dartora

e Estrutura de bandas da rede quadrada ao longo das linhas de
simetria (aproximagdo do elétron livre):

E(k)

100

M

{4

50

25
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e Estrutura de bandas da rede quadrada ao longo das linhas de
simetria (influéncia de um potencial cristalino):

9 M
8 0.4-
8
o
N I X
£ 02-
=
0.0
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Primeira Zona de Brillouin da Rede FCC

2]

h-—?i'"
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Estrutura de Bandas de um Cristal com Rede Direta FCC

45
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Primeira Zona de Brillouin da Rede BCC

Ky

05 - Teorema de Bloch e Niveis Eletronicos em Potencial Periédico 95/97




Prof. Dr. C.A. Dartora

Estrutura de Bandas de um Cristal com Rede Direta BCC

/
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