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Vibracoes da Rede Cristalina

— Ao descrever o solido cristalino como uma rede de Bravais, as-
sumimos que os ions estao fixos nas posicoes definidas pela rede de
Bravais.

/

= E uma boa aproximacao porque os ions tem massa muito maior
do que os elétrons, pelo menos 3 ordens de grandeza maior e a
energia cinética e velocidade de movimento ionico é de fato baixa.

= No entanto, ativacao térmica e colisoes elétron-ion cedem ener-
gia aos ions, fazendo-os sair de sua posicao exata na rede de Bravais.
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= Contanto que esse deslocamento seja pequeno comparativa-
mente aos parametros da rede de Bravais, podemos tratar as vi-
bracbes como pequena perturbacdo da posicao do ion em torno de
sua posicao de equilibrio dentro da rede de Bravais.

= Essa aproximagdo ¢ vélida em baixas temperaturas e/ou longe
das transicoes de fase, em que ocorre mudanca de estado fisico e
efeitos nao-lineares dominam completamente o cenario.

= Esses efeitos adicionais sao denominados anarmonicos.
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= Observe a figura de uma rede de Bravais unidimensional:
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= O interacdo entre dois ions da rede, nas posicoes x; e x;_; €
descrita por um potencial efetivo da forma V (x; —x;_1).

= Na condicao de equilibrio repulsiao eletrostatica entre dois ions
é compensada pela interacdo de natureza atrativa com a nuvem
eletronica que fica distribuida entre os dois ions.

= Na situacao ligante, o potencial V terda um minimo, que é a
posicao de equilibrio do ion na rede de Bravais.

= O Hamiltoniano da rede de ions é dado por:

— Xi—1) (1)

_ZZM
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= Para vibracoes de amplitude pequena em comparacao com o
parametro de rede a, podemos expandir V em séries de Taylor em
torno do equilibrio dos ions:

2
A I T Ol

V(3x) =V (8)) + (85— 8x) 7| a2

onde &x; = x; —x;_1 e &xY = x) —x?_, é a condicio de equilibrio.

= Uma vez que o ponto de equilibrio € um minimo da energia
potencial V, a primeira derivada anula-se e temos entao o seguinte
Hamiltoniano:

P? on 1 , d*V
_22M+;<V(6xi)+§(6xl ) p—— d8x

i

_— ) 2)
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Ox; —8x) = (xi—x7) — (xis1 —x;_1)

dx; Md (x; — xV) |
dt dt

o
|
]
|

onde introduzimos a derivada dx?/dt na definicdo de momento,
pois a derivada de uma constante é nula, podemos definir a variavel

C:

gzxi_x(') ) (3)
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Fazendo a seguinte definicdo:

d*v

2
My, = d &x?

Sxizﬁx?

podemos colocar o hamiltoniano na forma final:

. P? 1
H=) >+ sMop&i—&ir)’ (4)

= O termo ¥,V (8x?) foi eliminado do hamiltoniano pois é apenas
uma constante.

= O hamiltoniano obtido corresponde a associacao de N sistemas
massa-mola, com massa M e constante de mola :M(x)(z), onde
N é o numero de sitios da rede. No caso de uma rede de Bravais
verdadeira N — oo,
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= Podemos generalizar esse sistema para trés dimensoes facil-
mente, incluindo anisotropias:

—

E(ii _Ei—l)ocKocB(éi _éi—l)B : (9)

) P;
HZZzM

— Os |nd|ces o e P se referem as componentes cartesianas dos

vetores (ﬁ ﬁl_ ) e devem ser somadas sobre todas as dire¢des:
utiliza-se a convencao de Einstein de soma sobre indices repetidos.

= Para um sistema finito de N sitios temos 2N solucoes distintas
em uma dimensao. Todavia se cada sitio tem 6 graus de liberdade
de movimento (3 de posi¢do e 3 de momento) e teremos um total
de 6N solucoes distintas.

= Vamos nos restringir por um momento, a solucao do problema
unidimensional.
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Solucao do modelo Classico

= Utilizando as equacoes de Hamilton:

BH oH

onde A = dA/dt, a funcdo hamiltoniana é dada por:

H = Z i le(z)(@i—ﬁi—l)z
~OM ' &2

obtemos o seguinte conjunto de equacoes:

P = —Moy[(&—&i1) — (&1 —&)] ,
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= Utilizando as duas ultimas equacoes e mudando o indice i para
n obtemos:

. )
&n — _0)()(2&11 — &n—l — gn—i—l) (8)

=- Uma vez que a rede esta regularmente espacada, com parametro
A supomos solucdes do tipo &, = Aeikna=o1) om a condicio de

contorno periédica €N =1 o que implica
2
k=" m=123..
aN
para obter:
) ) ka
w” = 05[2 — 2cos(ka)] = 40 sin” > ) 9)
e finalmente:
k
o(k) = 2wy |sin ( 2“)‘ . (10)
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Grafico da relacao de dispersao dos fonons em 1D na primeira zona
de Brillouin:
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= A regido linear corresponde a fazer ka << 7 (longe do limite
da primeira zona de Brillouin), de tal modo que sin(ka/2) ~ ka/2 e
temos:

o(k) = cik (11)

onde ®Wya = ¢, € a velocidade do som no material.

= Corresponde as vibracoes da rede cristalina de comprimento de
onda longos. Se escrevemos k =21 /A veja que ka << T — A >>a.

Verifica-se claramente que &, —&,_; << A e podemos nesse caso
voltar ao hamiltoniano

P? 1
H — 22M+Z§Mw%(§n—§n_1)2

para obter uma teoria de campo classica.
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= Numa situacdo em que a distancia relevante é da ordem do
comprimento de onda A >> a podemos fazer a substituic3o:

L@

n
e considerar no lugar da varidvel discreta &, uma funcdo continua
W, com as seguintes definices

(1) =W(x,1) , Gua(t) = W(x—a,1)

_M L aw_gn_gn—l
p_m , Cs = Wpa ax_ q .

para obter finalmente:

R (WY 2 (v
H—/dx2 (m) +cs<ax> . (12)
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= A versao continua das equacoes de movimento pode ser obtida
diretamente tomando o limite continuo da equa¢3o (8) e o resultado
é a equacgdo de ondas para Y(x,1):

oy 1oy

ox2 202

Para solucoes da forma

0. (13)

\V(X,t) :Aei(kx—(ot)

recuperamos a relacao de dispersao linear para a regiao ka << T:

0(k) = cik .

= Os modos de vibracdo discutidos até aqui sdo denominados
ramo acustico.
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Vibracoes em Redes de Bravais com uma Base

\

= Aqui a situacdo é mais complicada, porque adicionalmente a
vibracao dos pontos da rede de Bravais em torno do equilibrio ha o
grau de liberdade interno da propria base.

= Em outras palavras, além da vibracao da base com relacao a
sua localizacao na rede de Bravais, os elementos da base podem se
mover uns em relacdo aos outros dentro da propria base.

= Surgem dois tipos de modos de vibracao:

e Ramo Aclustico: em geral para comprimento de onda longo tem
dispersao linear.

e Ramo éptico: apresenta um gap, ou seja , para k =0 tem-se
ho(0) = A.
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Vibracoes em uma rede de Bravais com base:

-W.W.W

Modos

- Base | ,

m Vmculﬂ Interno

(a) Optico
mave Constante de mola
entre dois pontos '
da rede de Bravais = <= @
(b) Aciistico
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= O Hamiltoniano da rede de Bravais com base é dada por:

P, P, 1 2 2
H = : . A n n n— Vn— 14
Y (5 ) + K=+ —v ] (1)

onde u,, descreve a posicao dos ions de massa M; e v, a posicao dos
ions de massa M, na base e Y é uma constante de acoplamento. P, e
Pn sao os momentos dos ions em u,, e v, respectivamente. O indice
n varia de 1 a N pontos da rede de Bravais, e assume-se condicoes
de contorno periddicas.
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= Das equacoes de Hamilton obtemos as equacoes de movimento:

. P,
, = —
M,
. Dn
v, = —
M,
P, = —Y[2u, — v, —v,_1| = Myii,

(15)
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e Supondo solucdes da forma:

U, = Aei(kna—cot) ’ (16)
y, = Bei(kna—cot) ’ (17)

obtemos o seguinte sistema:

2y—w*M; —y(1+e*) | (AN
[ —Y(1 +e %) 2y — w*M, ) =" (13)

= O sistema somente pode ser resolvido se o determinante da
matriz for nulo, o que nos da:

M, +M, My +M,\> 4 ., (ka
w(k) = + — — 19
K) =Yg, =7 ( MM, ) MM, (2) (19)

= Para cada valor de k ha duas solucdes para ®, uma correspon-
dendo ao modo optico e outra ao modo aclistico!
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Espectro das vibragdes em uma rede de Bravais com base (®(k)
esta normalizada):
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e Espectro das vibracoes uma rede de Bravais 3D com base de
2 atomos: ha 3 ramos opticos e 3 acusticos. Em geral havera 3p
solucoes, onde p é o numero de atmos na base: trés modos serao
acusticos e 3(p — 1) dpticos.

A o)

\__________——
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Espectro das vibracdes do grafite:

frequency (cm-1)
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Espectro das

£n

frequency [THz]
tad I
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vibracoes do NaCl:
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Espectro das vibracoes do diamante:
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Quantizacao das Vibracoes da Rede Cristalina: Fonons

=- Em analogia com as ondas eletromagnéticas que devem ser quan-
tizadas, ou seja, para cada modo de oscilacao ou frequéncia ha um
pacote minimo de energia ou quantum /®, que denominamos féton,
devemos quantizar as vibracoes elasticas de um sdlido.

= Para cada modo de vibracao da rede cristalina de frequéncia ®
associa-se um quantum de energia 7i®. Este quantum é denominado
fonon.

= Considerando novamente o exemplo de uma dimens3o, vamos
quantizar o Hamiltoniano abaixo:

Pl
H = 22M+Z§Mm%(xi_xi‘l)2
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= Procedimento canonico de quantizacdo: transformar as funcoes
P; e X; em operadores satisfazendo relacoes canonicas:

= Podemos utilizar agora a representacdo com operadores de
criacao e aniquilacao, na forma:

A\ h
X, = ; 21
37 O(a+ ay) (21)
~ 1 /M
b=\ —(ai—a)) (22)
l

onde os operadores d;(aniquilagdo) e @' (criagdo) satisfazem:

[aiv&j] =0, [aAjv Aj] 0, [awaj T] 8l]
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= Expressando d; em termos dos modos normais (transformagdo
de Fourier):

1 : 1 .
di _ ﬁzk:a/\kelkxi 7 4 TZ —lkxi (23)

e fazendo uso das relacoes acima chega-se ao seguinte resultado:
A 1

A=Y hok)aa+=Y rok) . 24

L Ho()a a5 ) holk) (24)

= O 22 termo na eq. acima é a energia do ponto zero (ou de
vacuo dos fonons), que descartamos. A relacdo de dispersdo é dada
por:

o(k) = 2wy |sin <k2“>
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= Em regime linear assume-se que (k) = czk. e uma vez que os
fonons comportam-se como bdsons, podemos determinar a energia
média:

(H) = <; hoy(k) )

= Generalizando para trés dimensoes espaciais tem-se:

A 1
(H) = <§ (k) dydi) = §hmkemk — - (25)

com ®(k) = ¢,|Kk| = csk para o ramo actstico e B =1/(kgT) é a
temperatura reciproca.
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= Pode-se demonstar que:

e Em altas temperaturas o resultado de Dulong e Petit para um
cristal classico é obtido, onde o calor especifico a volume constante

1 8<ﬁ>
Cv_vol oT

onde n é a densidade de ions do cristal. No caso classico ha uma
energia 3kgT /2 por grau de liberdade de cada particula.

— 371](3

e Para baixas temperaturas tem-se o resultado de Debye para o
calor especifico

121 L 7\°
Cv: n - .
5 P\ T,

onde Tp = hwp/kg é denominada temperatura de Debye e wp =
c;kp relaciona-se com n na forma n=k;,/(6m?).
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Calor Especifico de alguns materiais:

The variation of the molar specific heat at constant volume with temperature for several elements

!
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Medicao do Espectro de Fonons

Existem varias técnicas possiveis e recorre-se ao espalhamento de
algum tipo de radiacao pela rede cristalina:

= Espalhamento de Neéutrons.

= Espalhamento Ondas Eletromagnéticas, que pode ser feito uti-
lizando:

e Medidas com Raio X
e Medidas no Espectro éptico.

= Os métodos sdo distintos no sentido de que néutrons lentos
tem relacdo energia-momento da forma E = p?/2m, enquanto que
fotons tem relacao linear E = cp.
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= Possiveis interacdes de uma radiagdio com fénons (p; e p2
referem-se a neutrons ou fétons, e k aos fonons):

P2=P1-k

S
— > P2=P1+k
P L'tLL‘]i 'S \

(a) Emissdo (b) Absorgdo

Leis de Conservacao:

p> = p1+7k . 27)

= Existem ainda processod de multiplos fonons.
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