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Propriedades Magnéticas e a Susceptibilidade Magnética

= Quando n3o precisamos analisar os varios graus de liberdade e
vinculos internos de um sistema fisico, podemos caracteriza-lo por
sua funcdo de transferéncia ou funcao resposta.

= No caso do Eletromagnetismo:

- Polarizacao P é a resposta do meio ao campo elétrico E aplicado,
a funcao de resposta correspondendo a relacdo entre E e P é
denominada susceptibilidade dielétrica;

- Magnetizacao M é a resposta do meio a aplicacdo do campo
magnético H, a funcao de resposta correspondendo a relacdo entre
H e M é denominada susceptibilidade magnética.
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= Os materiais podem ser classificados de acordom com a resposta
a aplicacao do campo em trés categorias principais:

e Diamagnéticos %, < 0 (linear).

e Paramagnéticos 0 < ), < 1 (linear).

e Ferromagnéticos ), >> 1 (ndo-linear).

Veremos em maiores detalhes essas propriedades a seguir.
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Expressoes para a magnetizacao na formulacao hamiltoniana

= Partindo da expressao para a energia de um dipolo imerso em um
campo magnético:

H=-m-B,
podemos escrever:
oH
— - = _VgH 1
o o o
Vi = —o R e § ot =
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Lembrando da definicao mais rudimentar de magnetizacao:

1
M=— m,
v
podemos escrever:
1 0H 1
- ==V 2
VoB vV o @)
Em termos de um tensor de susceptibilidade magnética ;; podemos
escrever:
3
M;=Y xiH; . (3)
j=1
oM, oM
Xij = 3. J(BH) , (4)

sendo J a matriz jacobiana com elementos %1;14
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A Teoria de Langevin

= Langevin (1905): descreveu o paramagnetismo assumindo que
cada atomo ou molécula do material devia possuir momento de di-
polo magnético bem definido de mdédulo u, que poderia se orientar
aleatoriamente.

Na presenca de um campo magnético B a energia do mesmo seria
dada entdo por:

E,(cos®) = —u-B=—uBcosH .

N3o confundir aqui u com o tensor de permeabilidade magnética.
Nesse caso, a funcdo de particao é dada por:

1
Z:/ d(cos@)e PrBeosd
-1
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A funcao de probabilidades ¢ dada por:

1
—BuBcosO
p==e :

O valor médio da projecao da magnetizacdo na direcdo do campo,
ou seja, do valor ucos0 sera dado por:

f—ll d(cos0)cos Q¢ BuBcos®

f_ll d(COS G)e—B#Bcose

M=n (5)

onde n é a densidade de momentos de dipolo magnético de mddulo
u no material.
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Realizando as integrais temos resultado de Langevin:

onde L(x) é a funcdo de Langevin

£(x) = coth(x) — i | 7)

= Para a temperatura T muito alta, B — 0 e podemos expandir
a funcdo de Langevin em séries de Taylor:

L(X)‘x<<1 ~

W | =
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e No caso PuB << 1 obtém-se a relagio:

nu?

" kT

ou seja, a susceptibilidade de Langevin, x = M /H, é dada simples-
mente por:

nu?

3kgT

©)

XLang = Ho

e verifica-se uma variagdo na forma 1/T para a susceptibilidade de
um material paramagnético. Este resultado realmente é observado
na pratica, para muitos materiais.
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Curva Caracteristica de Magnetizacao seguindo a funcao de Lan-

gevin:

a0
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= Pierre Weiss prontamente extendeu o modelo de Langevin para
tratar do Ferromagnetismo em uma aproximacao conhecida como
aproximacao do campo molecular.

e Admitindo que o campo experimentado por um momento de
dipolo u no interior do ferromagneto € a soma do campo externo

aplicado com um campo interno proporcional a magnetizacao M, na
forma:

B = uo(H +qM)

e introduzindo este na funcao de Langevin encontra-se a expressao
abaixo:

i’ uo(H +gM)
3kgT ’

M = npL (uoBu(H + qM)) ~ (10)
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Da ultima expressao obtemos a susceptibilidade do ferromagneto:

2

nu
— 11

onde 7. é uma temperatura critica, denominada temperatura de
Curie do ferromagneto:

N 2
= Na
3kp

e No modelo de Weiss, ¥y diverge para T = T, indicando que
abaixo de 7. pode haver magnetizacdo espontanea.

e A funcao de Langevin e o modelo de Curie-Weiss descrevem bem
o comportamento da matéria em altas temperaturas, mas falham
para temperaturas mais baixas.
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O Teorema de Bohr-van Leeuwen

e Estabelece que " pelas leis da Fisica Classica a resposta da matéria
aos campos magnéticos é nula, ou seja, a susceptibilidade magnética
calculada por meios classicos deve se anular”.

= Demonstracao - observe que, da definicao da funcdo de particao:

7 — /dp/dq ¢ PIE(P.9)] 7

o valor médio da energia de um sistema pode ser calculado como:

1
(E) =~ / dp / dq E(p,q)e PFPal.
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Veja que:

0Z _
B —/dp/dq E(p,q)e PE@9)
e dessa forma podemos escrever:

oz 9
(E) = —%£ - —55(n2) (12)

e Praticamente todos os valores médios de interesse fisico sao di-
retamente calculaveis da funcao de particao.

Para a magnetizacao, o calculo da média termodinamica em equilibrio
nos da:
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A funcido hamiltoniana de uma particula nao-relativistica na pre-
senca do campo eletromagnético obtido dos potenciais ¢ e A, con-
forme as expressoes abaixo:

E=-Vo¢-— aa—? : (13)
B=VxA. (14)
é dada por:
1
H=——(p—qA)’+q0 . (15)

2m
Utilizando (15) podemos determinar Z:

7= /dp/dxeXp [—B (ﬁ(p—qA)zﬂqu))]

lembrando que ¢ e A sao funcoes das coordenadas Xx.
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= Para um campo magnético B uniforme, podemos escrever o
seguinte potencial vetor:

1
A=-Bxx.
2

Uma vez que a integral em p ¢é realizada de —oo a +oo é possivel
fazer uma transformacio p’ = p+ ¢gA e ainda dp’ = dp de tal forma
que:

Z=/dp/dxe><p [—B (ﬁ(p—qA)%qd))] =
/ dyp’ / dxexp [—B (ﬁ(p’)%w)]
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e Uma vez que B entra somente através de A e o potencial desa-
parece da funcao de particao, o valor médio da energia independe de

B e portanto:

Este é teorema de Bohr-van Leeuwen. Uma vez que:

i) O teorema de Bohr-van Leeuwen diz que a resposta da matéria ao
campo magnético deve ser nula em equilibrio termodinamico e;

ii) S3o observados varios fenémenos magnéticos nos materiais em
equilibrio termodinamico, tais como: diamagnetismo, paramagne-
tismo, ferromagnetismo e anti-ferromagnetismo para citar os mais

comuns,

devemos abandonar a visao classica e partir para o dominio da Mecanica
Quantica.
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Diamagnetismo

= Em um entendimento grosseiro, esse efeito tem origem na Lei
de Lenz. Sempre ha uma contribuicao diamagnética para a suscep-
tibilidade magnética de qualquer material.

O material sera diamagnético se as outras interacées sao negli-
genciaveis e é caracteristica de um material diamagnético:

Y<0e “=14+y<1. (16)
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= Em materiais diamagnéticos geralmente a susceptibilidade é
muito menor do que a unidade, ou seja, ¥ << 1 e é perfeitamente
aceitavel para estudo de propagacao de ondas por exemplo fazer a
aproximagao u ~ Uy.

S3ao exemplos de materiais diamagnéticos notavelmente:
e Bismuto (¥ = —1.66 x 107%)
e Agua g =—-9.05x10"°

e Carbono nas formas diamante e grafite, o cobre, mercdrio, a
prata, dentre outros.
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e Baseados na Lei de Lenz, podemos interpretar o diamagnetismo
da seguinte maneira: imagine um elétron em movimento orbital.

e Ao aplicar um campo H externo o fluxo magnético que atravessa
a area A definida pela orbita do elétron ira aumentar.

e De acordo com a Lei de Lenz deve surgir um efeito contrario na
tentativa de manter o fluxo magnético inicial.

e O momento angular do elétron ird alterar a sua direcao, pro-
duzindo assim um campo magnético interno tal que se oponha ao
campo aplicado externamente.
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Vamos partir da Hamiltoniana de uma particula nao relativistica:

(p—qA)?

H —
2m

— G- B, (17)

negligenciando os termos de potencial cristalino V(r), bem como
interacoes elétron-elétron. Na presenca de um campo magnético
uniforme e constante podemos escrever:

¢ =0, (18)
A::%er, (19)
V-A=0, (20)

sendo facil demonstrar que B=V XA e E =0.
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O Hamiltoniano anterior pode ser escrito ainda na forma:

2 2

A=P 9 gy B, 1)

2m  8m

onde j = 6 +1 € o momento angular total normalizado.

e Se a média de j sobre todos os elétrons do material se anula,
ficamos com a seguinte contribuicio magnética para a energia:

2 2
A q o MuUp 2
Hy, = —(B X = ——2(B x : 22
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Para um material qualquer, a parcela diamagnética da susceptibili-

dade é dada por

M — _na<Hdia> |
oB
sendo
M
Xdia = E .
Nesse caso ¢ facil mostrar que:
nuEm

(") |

Xdia — hz

(23)

onde (r?) deve ser avaliada sobre todas as contribuicdes atémico-

moleculares.
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Paramagnetismo

= Considerando-se a energia de interacdo entre um dipolo magnético
e o campo aplicado,

A

Hpara — —u: B ) (24)

0 paramagnetismo é a tendéncia que os momentos de dipolo magnético
tem de se alinhar ao campo aplicado, contrariamente ao efeito dia-
magnético em que o meio tende a repelir o campo externo. Dessa
forma:

x>0e —=14+yx>1,

09 - Magnetismo na matéria: Dia, Para e Ferromagnetismo 25/93




Prof. Dr. C.A. Dartora

= S30 materiais paramagnéticos:

e FeO ou éxido ferroso (Y = 7.2 x 1072), urdnio (=4 x 107%),
platina ( = 2.6 x 1073), tungsténio (} = 6.8 x 107), césio(y =
5.1 x 1073), aluminio (y = 2.2 x 1079), litio (x = 1.4 x 107),
magnésio(y, = 1.2 x 107>), sédio(, = 0.72 x 10™°), oxigénio mo-
lecular O, (x = 0.19 x 107).

= Em meios de resposta linear deve-se considerar ambas as con-
tribuicoes, dia e paramagnéticas, simultaneamente uma vez que ha
tendéncia de cancelamento das contribuicoes dia e paramagnéticas
para a susceptibilidade resultante do material.
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Leil de Curie: Em condicoes usuais de temperatura e para bai-
xos valores de campo aplicado o paramagnetismo apresenta uma
dependéncia com a temperatura na forma

onde C é uma constante. O modelo classico de Langevin segue a
lei de Curie.
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= No entanto, existem outros fendmenos relacionados ao para-
magnetismo em valores altos de campo ou temperaturas muito bai-
xas que nao obedecem a lei de Curie.

= Teorias quanticas relevantes:

1) paramagnetismo de Pauli para o gas de elétrons livres, que explica
propriedades de metais alcalinos,

ii) o paramagnetismo de Van Vleck, cuja susceptibilidade resultante
nao depende fortementemte da temperatura.
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Paramagnetismo para spin 1/2 a altas temperaturas

Considerando-se simplificadamente que a Hamiltoniana do sistema
seja dada pela interacdo de Pauli, do spin com um campo magnético:

H=—usc-B (25)
podemos adotar a direcao z como a direcao do campo magnético

aplicado, isto é, B = (0,0,B), reduzindo a expressdo acima ao se-
guinte hamiltoniano:

H = —upBo, | (26)

que possui como solucao os spinores de Pauli com energias d-ugB.
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Utilizando o ensemble canonico, temos:

(H) =Tr(pH) , (27)

e_B‘uBBGZ

Tr(e—B,UBBGz) .

[’j —
E facil mostrar que:

Z = Tr(e #85%) = ePusB 4 o=PusB — 3 cosh(BugB) .

enquanto que:

>

(H) = —upBtanh(BugB) . (28)
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Para uma colecao de n particulas por unidade de volume, podemos
determinar a magnetizacao diretamente através da expressao:

M = n{u.) = —nup(c;) .

= O resultado é dado abaixo:

M = n,uBtanh(B,uBB) . (29)

No limite de altas temperaturas temos tanh(BugB) ~ BugB e por-
tanto:

M mug

ara — 5 . 30
XP B kBT ( )

Esse resultado satisfaz a lei de Curie, onde C é dada por nuz/kg.
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= E possivel extender esse resultado para um valor de momento
angular arbitrario, ndo somente para spin 1/2. Nesse caso podemos
generalizar (25) para momento angular total j, na forma

A=—"00B=—u B 31)

cuja forma para campo aplicado na direcao z é simplesmente

H = —upBj, , (32)

sendo os autovalores de j,, ou projecoes do momento angular total,
dados por —j,—j+1...j—1,j, ou suscintamente —j < j, < j.

09 - Magnetismo na matéria: Dia, Para e Ferromagnetismo 32/93




Prof. Dr. C.A. Dartora

Paramagnetismo de Pauli

O paramagnetismo nos metais, sobretudo os alcalinos (Li, Na, K, etc)
em baixas temperaturas, onde nao vale a aproximacao de Langevin,
pode ser explicado pelo gas de elétrons livres, cujo hamiltoniano é
dado por:

2

A= _ 0B, (33)
2m

cuja solucao é dada na forma de ondas planas:

ik-x
Y = Xo€ 3

resultando na seguinte relacao de dispersao:

Eio=— -~ —i0°B. (34)
m
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=- Assumindo o campo magnético orientado ao longo da direcao
z, tal que:

Exs = —— —upoB . (35)
m

sendo k = |k| e 6 = +1 sdo os autovalores de G, para as projecdes
positiva e negativa do spin ao longo da direcao do eixo z. Podemos
escrever o Hamiltoniano total na forma de operadores fermionicos de
criacdo e aniquilacdo, na forma:

H= Y E(k,0)ci 5cxo - (36)
6=+,— k |
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=- Para um gas de elétrons livres, na auséncia de B aplicado, a
energia é dada simplesmente pelo espectro de particulas livres

onde ha degenerescéencia de spin, bem como da direcdo de k.

O nimero de elétrons no ensemble candnico é dado por:
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Para um sélido podemos fazer a substituicao:

L3

) — (zn)34ﬂ: / Kdk — / deDg(€) |

k
onde Dg(€) € a densidade de estados do gas de elétrons livres:

L3 /2m\>?
Dc(e)=4n2( h’?) Ve, (38)

= Voltando ao calculo do nimero de elétrons, obtém-se finalmente
para o gas de elétrons livres:

(L Yehotno) = Y| deDole)frole—er) . (9)

O=+,—

onde frp(x) = (eP*+1)~" é a funcio de Fermi-Dirac.
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Observa-se que a interacdo com o campo magnético apenas intro-
duz um deslocamento da estrutura de bandas. Definindo A = ugB,
podemos escrever:

Ds = DoV e+ CA (40)
onde
L3 0 3/2
DO — m )
4m2 \ B

e o numero N deve se conservar.
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e Densidades de Estados do Gas de Elétrons Livres na auséncia e
na presenca de campo B externamente aplicado.

Auséncia de B Com Campo B Aplicado

E

D(E) N, # N, D(E)
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= Quando H ¢ aplicado, os spins tendem a se alinhar ao campo
é favorecido e nesse caso ha um desbalanceamente no nimero de
elétrons com spin up e spin down.

A notacao para designar os auto-estados de spin é bastante variavel
e € comum denotar-se 6 = +1 =7 e 6 = —1 =], dai vem a deno-
minacao spin up e spin down.

Observe que:

N:NT+N¢:DOZ/ AdS\/S—I—GA rp(€—€F) .
o —0
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e Uma vez que a magnetizacao do meio material tem relacao com
o momento angular resultante obtem-se:

1
M = E.UB(NT—NO : (41)

onde L3 é o volume total do meijo.

= Embora N = N;+ N, seja constante, a diferenca ndo é. Quando
nao ha campo aplicado a magnetizacdo € nula, mas uma vez que o
campo magnético € aplicado o desbalanceamento entre o nimero de
elétrons com spin up e o numero de elétrons com spin down faz com
que apareca uma magnetizacao resultante no meio.
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e Devemos entdo avaliar o valor de Ng:

NG:DO/ deve+ oAfrp(e —€F) .

—OA

e Para T — 0 a funcao de Fermi-Dirac tem um comportamento de
um degrau. e podemos reescrever a integral acima por partes,

/udv=uv—/vdu,

definindo u = frp(€ —€r) e dv = v/€+ CGAdE.
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O resultado é:

(o o)

2
N, :D() —(E—I—GA)3/2fFD(8—SF) —
3 —OCA
2 >0 %, —
3 —OA 88

O 1° termo na expressao acima se anula, pois a f. de Fermi-Dirac
é nula no infinito enquanto v = (¢ + 6A)*/? se anula em € = —GA.
Tem-se entao:

2 > %, —
No=—=Dy | de(e+0A)*? frp(€ — &) ,
3 —OA 88

2 3
No = 3Do [(8F+6A)3/2—|—§A(8F+(5A)1/2(kBT)2—|—... . (42)
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Lembrando ainda que geralmente €z >> A, podemos expandir em

séries de Taylor termos da forma:

(er +oA)M =¢¥

para obter a magnetizacao:

1/2

B

L3

A
1 — =
4

(

Ir

: (43)

onde fez-se a substituicao A = ugB e definiu-se a temperatura de

Fermi

er = kgTF .

= Paramagnetismo de Pauli quase nao depende de T, ja que
Tr >> T para T usuais. Em altas temperaturas: lei de Curie.

09 - Magnetismo na matéria: Dia, Para e Ferromagnetismo

43/93




Prof. Dr. C.A. Dartora

_2Dgge’ [ ATV
I 4 \ Ty

(44)

Esta é uma caracteristica de metais alcalinos principalmente.

e Escrevendo nimero de elétrons em um volume L3 na forma
41tk /3
(2m/L)’

e utilizando k3 = 3m*n podemos mostrar que:

2

D()Sllp/z o 3n

L3 B der
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Com o ultimo resultado em maos podemos escrever (44) na forma
que segue:

3nus T\’
:_ 1_ o0 0 45
= e 2\7.) T (45)

Este resultado esta na forma apresentada na literatura, sendo que
o valor de A = 1?/3 j4 estd incluido na equac3o acima.
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Paramagnetismo de Van Vleck

= E um fenomeno inerentemente quantico tratavel a partir da teoria
das perturbacoes.

= Descreve o paramagnetismo dos metais de terras raras (série dos
lantanideos, Sc e Y). Nesse caso os momentos de dipolo magnético
sao localizados nos ions da rede cristalina.

Vamos considerar por simplicidade o Hamiltoniano de interacao
Zeeman para um momento de dipolo magnético j, com campo B
aplicado na direcao z:

H = —gupj.B (46)

onde g; é uma constante denominada fator de Landé.
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e Aplicacoes de Elementos de Terrar Raras:

— A maioria tem aplicacoes em Lasers e Magnetos de Terras Raras
(Gd, Nd, Pr, Dy, etc), além de alterar indice de refragdo - lentes...
Alguns importantes:

— Y - Yttrium-aluminium garnet (YAG) laser, yttrium vanadate
(YVO4) as host for europium in TV red phosphor, YBCO high-
temperature superconductors, yttrium iron garnet (YIG) microwave
filters.

— Gd - Rare-earth magnets, high refractive index glass or gar-
nets, lasers, X-ray tubes, computer memories, neutron capture, MRI
contrast agent, NMR relaxation agent.

— Er - Lasers, dopante em Amplificadores épticos e Fibras.
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e Considere um sistema paramagnético cujos auto-estados sejam
nao-magnéticos na auséncia de perturbacao do campo magnético,
ou seja, imagine que para a base n3o perturbada {|n)}:

(z) = (n]jeln) =0, (47)

Isto é, j, tem média nula para os auto-estados nao perturbados do
sistema e n3o ¢ diagonal nessa base.

= A aplicacao de campo H faz surgir uma perturbacio aos estados
originais. Por simplicidade vamos considerar somente os dois esta-
dos de mais baixa energia: o estado fundamental |0) e um estado
excitado |s), separados por uma diferenca de energia A.
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=> Pela teoria de perturbagdes, assumindo que (46) é a perturbagio,
temos:

gJ/JBB<S|jz’O>

0) = |0)+ B2 gy 4 (48)
s) = s>—g’“BBiO‘]Z‘S>|s>+..., (49)

As energias perturbadas pelo campo sao dadas por:

2 ZBZ .

Ey = Eo— 2= ((s]j0) P+ .. (50)
2 ZBZ

E. = Ey+A+ 22 |(s] j0) ]2+ ... (51)

A
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Podemos avaliar o valor médio de j,:

. 2g;usB | .
(07,107 = =222 1(s] ;] 0) %, (52)

A
[(s]]0)|*, (53)

 2g,upB
A

(57 j:ls")

e Para os estados nao-perturbados o valor médio de j, ndao sao mais
nulos e para o estado fundamental e o estado excitado perturbados,
|0") e |s"), respectivamente, as contribuicdes ao momento de dipolo
magnético total tem sinais opostos.

Observe ainda que para as energias, a correcao é quadratica em B
e para valores pequenos de B podemos negligenciar.
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e A situacao mais interessante para a susceptibilidade de Van Vleck
ocorre quando A >> kgT e nesse caso somente o estado fundamental
estd ocupado e a matriz densidade é dada por:

1 _gp 1
A — _p BH _ —pA
p= e M — ()0 +e PO L (54)

onde B = (kgT)~'. Se T — 0 ou se PA >> 1 entdo a exponen-
cial ¢ P2 tende para zero, e somente o estado fundamental estar3
ocupado.
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Nesse caso, temos, para a magnetizacao:

M = ngugTr(pj,) ,

sendo 7 a densidade de ions do material com autoestados {|0"), |s") },

ficando facil demonstrar que a susceptibilidade ¥ = M /B tem o valor
de Van Vleck:

2ng2'u2 .
Avv = #KSUZ\OHZ : (55)

e A expressao acima é independente da temperatura, fato carac-
teristico da susceptibilidade de Van Vleck.
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e No outro extremo, temos A << kgT e nesse caso a matriz den-
sidade se reduz a:

B~ 51001+ (1 =B () (56)

Fazendo a média de j, nos da para a magnetizacao o seguinte valor:

1 2gugB
M = ng,ugp ( i

g (R 510 - (1 - B 2455 s Jo

A
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e Simplificando a udltima expressao:

vy n "EIHEB
ksT

[(s]jz10)* .

obtemos a susceptibilidade da forma:

y— nguy
ksT

[(s]/]0)|*, (57)

e Essa expressdo é da forma de Curie e Langevin, { = C/T onde:

_ ngju
kg

C [(s]j|0) % .
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Estudos de Ressonancia Paramagnética

Espectroscopia de ressonancia paramagnética é uma técnica expe-
rimental que permite o estudo das espécies quimicas através de in-
teracOes paramagnéticas com o campo aplicado. Existem duas for-
mas principais:

— Ressonancia Paramagnética Eletronica (EPR), em que se estudam
os materiais em que exista pelo menos um elétron n3o pareado,
tais como radicais livres organicos e inorganicos, bem como com-
postos de metais de transicao;

— Ressonancia Nuclear Magnética (NMR), onde a interacdo com o
campo magnético se da através dos spins nucleares. NMR ¢é uma
técnica amplamente empregada para estudos dos materiais.
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A teoria basica, tanto do NMR quando do EPR é fundamentada na
interacdo de Zeeman. Consideremos novamente um campo aplicado
na direcao z, tal que a Hamiltoniana de interacao magnética é dada
por:

H = —gupj.B (58)

sendo g, o fator de Landé:
JG+D) +s(s+1)—1(I+1)
2j(j+1) ’

que permite escrever a equacgao:

gJ=(L+2S),

ug € o magnéton de Bohr ou correspondente nuclear. Para um
préton uh ~ |ug|/1800.
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= A separacao energética entre estados magnéticos consecutivos
na presenca do campo B é A = g;ugB e pode-se excitar estados
magnéticos aplicando um campo de RF tal que:

hw = gupB . (60)

= No sistema com momento angular total j > 1/2, ha varias linhas
de ressonancia para valores distintos do campo magnetostatico B
aplicado: transicoes entre os diversos niveis de energia respeitando
as regras de selecao, como a conservacao do J.

e Experimentalmente pode-se fixar ® do campo de RF e varrer o
campo magnético DC em magnitude, ou fixar o campo magnético
DC e fazer varredura espectral. Quando (60) é satisfeita hd maxima
absorcao do RF pelo sistema e pode-se descobrir o fator g; carac-
teristico da molécula, do material e/ou do arranjo cristalino.
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A Interacao de Troca e o Hamiltoniano de Heisenberg

= Suponho por simplicidade o Hamiltoniano de dois elétrons:

(61)

onde os dois primeiros termos sao os hamiltonianos de uma particula
na presenca de algum potencial central:

A p2
H1 — ﬁ‘I‘U(Xl) . (62)
. p>
H, = —2m+U (x2) , (63)

e o ultimo é a repulsao coulombiana, sendo e a carga do elétron.
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e Para satisfazer o Principio de Exclusao de Pauli fatorizamos a f.
de ondas total em um produto tensorial da parte orbital @ e spinorial

X-

V= (P(X17X2) & X(Gh 62) ) (64)

de forma que Y seja totalmente anti-simetrica. Podemos definir
um operador de permutacao ou paridade:

P(1,2) = Py(X1 <> X2) ® P (01 <> O2) (65)
= A parcela Py(X; <> X») faz a permuta de X por x;.

= Ja P,(0) +> 62) faz a permuta dos spins G| por G;.

e Para elétrons a paridade deve ter sinal P(1,2) = —1, uma vez
que a funcdo de ondas total deve ser anti-simétrica para férmions.
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e [emos entao duas alternativas

i) Se a parcela espacial é simétrica

Os(X1,X2) = 7[@1(X1)(P2(X2) +01(x2)Pa(x1)] ,  (66)
P(p( < XZ)(PS(X17X2) — —|—1(pS(X1,X2) , (67)

e Para que P(1,2)y = —V, a parte do spin deve ser anti-simétrica.
A (nica possibilidade que fornece P, (G <> 62)x = —1% é o estado
singleto:

%.(61,62)) = \%H 1) — (41 (68)

= Momento angular total j = 0. A troca de ordem 1, | implica
a mudanca de sinal da funcao spinorial.

09 - Magnetismo na matéria: Dia, Para e Ferromagnetismo 60/93




Prof. Dr. C.A. Dartora

ii) Se a parcela espacial é anti-simétrica temos:

0:(x1,%2) = \%[(Pl(xl)@z(Xz) Cex)ea(x)] . (69)

Po(X1 <> X2)0:(X1,X2) = —1¢(x1,%2) ,  (70)

e A parte do spin deve ser simétrica. Tem-se entao o estado
tripleto:

X+1(01,062)) = | T, 1), (71)
%0(61,62)) = %H DAL, 72)
X-1(01,02)) = | 1.1) , (73)

e Momento angular total j = 1. As funcoes de spin acima corres-
pondem as projecoes m = +1,0, —1, respectivamente.
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Podemos calcular agora a média da energia de Coulomb para essas
funcoes de ondas, dada por:

62

47[8()‘X1 —X2|\|I

<Uc> :/ \|IT(X1,X2) (Xl,X2> d3X1d3X2 . (74)
ViJVy

Demonstra-se que:
(Ue) =Up+J (75)

onde o sinal + corresponde ao singleto de spin enquanto que o
sinal — ao estado tripleto de spin.
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e As funcoes U, e J sao dadas abaixo:

2 2 2
UO _ € / ‘(Pl (Xl) | ‘(Pz (Xz) | d3X1d3X2 ’ (76)
dney Jv, Jv, X1 — X2
2 * *
J — € / (Pl (Xl)(Pz(Xl)(I)Z(X2)(P1 (X2) d3X1d3X2 ’ (77)
47'58() Vi dVv, ‘Xl — X2|

Uy a energia de repulsao coulombiana classica.

J & denominada integral de troca. Para J > 0 o estado tripleto
é favorecido, correspondendo ao alinhamento dos spins. Essa ¢, na
verdade, a origem da Regra de Hund nos atomos.
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Nos materiais:
e J > 0 da-se origem ao ferromagnetismo.

e J < 0 faz com que o estado singleto sera favorecido, resultando
no anti-ferromagnetismo.

Na expressdo (75) o sinal + corresponde a paridade da fungdo de
spin. Podemos escrever entao:

<UC> = U —PX(Gl < Gz)] , (78)

onde P, (0| <+ G2) é o operador de paridade, com sinal + para os
estados do tripleto e — para o estado singleto.
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e Temos entao como escrever as energias para todos os estados de
dois elétrons através de um Hamiltoniano equivalente.

e Dirac foi o primeiro a notar esse fato, ao perceber que o operador
de paridade para a parcela do spin pode ser escrita na forma

Po1 <o) =§—1=j(j+1)-1,

sendo j = 0 para o singleto e j = 1 para o tripleto.
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e O operador de momento angular total é dado pela soma vetorial
dos spins dos dois elétrons:

— h :E(GI_FGZ) ’

. S5i+S 1
=%

fica facil encontrar a expressao desejada para o operador de pari-
dade de spin:

1 1 1
P (0] < 0y) = Z(Gl +6,)"—1= 5+501:02, (79)

permitindo escrever uma forma equivalente para H em termos so-
mente dos auto-estados da paridade de spin.
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e O resultado desejado é dado por:

A J
HZEO—§G1°02,

onde Eg = Ey+ E, +Uy—J/2 é uma constante que depende das
energias de H, e H, definidos previamente, bem como de Uy e J.

e A interacdo de troca J é um efeito puramente eletrostatico e
pode ser expressa na forma de uma interacao spin-spin. Eliminando a
energia de referéncia E, ficamos com o Hamiltoniano de Heisenberg:

A\ J
H = —5(51 -O) . (80)
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Para um nimero qualquer de particulas de spin § interagentes aos
pares através da interacdo de troca da forma (80):

A 1
H= —E;J,-J-s,--sj , (81)

sendo J;; a integral de exchange ou de troca, que depende dos
indices ij.

= Se J;; > 0 dizemos se tratar de uma interagdo ferromagnética
enquanto que se J;; <0 a interagdo é anti-ferromagnética.
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= O Hamiltoniano (81) é denominado simplesmente Hamiltoni-

ano de Heisenberg ou ainda Hamiltoniano de Heisenberg-Dirac-Van
Vleck(HDVV).

e Interacoes dessa forma foram pensadas antes mesmo de teorias
de primeiros principios, a partir de um modelo denominado teoria
vetorial do atomo.

e O ferromagnetismo esta diretamente relacionado a um fato ine-
rentemente quantico que diz que no nosso caso os elétrons sao in-
distinguiveis. No caso de dois elétrons apenas, a interacao spin-spin
é uma consequéncia de os elétrons serem férmions indistinguiveis e
da interacao de Coulomb.
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Ferromagnetismo

= Nos meios ferromagnéticos a interacao de troca entre ions vi-
zinhos € muito relevante de deve ser levada em conta. S3o ditos
sistemas interagentes, onde os graus de liberdade internos interagem
entre si e nao somente com a excitacao externa.

O Ferromagnetismo apresenta algumas caracteristicas bastante mar
cantes:

— N3o linearidade na relacao M — H, caracterizado pelos ciclos de
histerese, onde se define a magnetizacdo remanente e a coercivi-
dade do material. Uma curva tipica de histerese é mostrada na
Figura a seguir, onde H,. é o campo coercivo e M, a magnetizacao
remanente;
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— Dependéncia da susceptibilidade para altas temperaturas na forma
x = C/(T —1T¢), onde C é uma constante e T é denominada
temperatura de Curie do material.

e Acima de T¢ o ferromagneto tem comportamento paramagnético.
Em baixas temperaturas a dependéncia da magnetizacao é dada
pela lei de Bloch M = M —AT3/2, sendo M, a magnetizacdo de
saturacao do material e A uma constante qualquer.

— Formacao de Dominios Magnéticos e Paredes de Dominio.
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Curva Tipica de Histerese de um Material Ferromagnético: Mostram-
se 0 campo coercivo e a magnetizacao remanente.
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= O numero de teorias para explicar os fenébmenos ferromagnéticos
demonstra a complexidade do problema: base de estudos é o modelo
de Heisenberg incluindo anisotropia, para um cenario mais realistico
do FM nos materias. S3o derivados dai os modelos XXY e de
Ising. Considerando-se simetrias cristalinas e interaces spin-orbita
é possivel conceber um hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico, na
forma:

]
o= —EZS?-J;}?B.SE | (82)
1j

Q i . . i
sendo Jl-jB uma matriz de integrais de troca, relacionando as com-
ponentes O e 3 dos operadores de spin dos ions(ou elétrons) i e

]-
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= Modelos fenomenoldgicos sao bastante Gteis para estudar o FM
sobretudo nas transicoes de fase:

e um ramo importante é a fenomenologia de Landau.

e Em baixas temperaturas é possivel aplicar um procedimento de-
nominado bosonizacdo: isto leva a definicao de ondas de spin, cuja
excitacao é chamada de magnon, levando ent3o a lei de Bloch para

a magnetizacao.
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Ferromagnetismo em baixas temperaturas: Magnons e a Lei
de Bloch

O modelo de Heisenberg mais simples considera somente interacao
entre os primeiros vizinhos:

H= —JZSi'Si+a—gHBZSi'B(Xi) ; (83)
i,a ]

onde os vetores a conectam o spin do sitio i com os seus vizinhos
mais proximos na rede cristalina, J € a integral de troca, que assumi-
mos idéntica para todos os vizinhos mais préximos e s; = (s¥,s7,57)

sao os operadores do spin.
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As componentes de s satisfazem as regras usuais de comutacao
para momento angular:

[S)-C,S)J;-] — ihS?Si]‘

l
e permutacdes ciclicas de (x,y,z).

e Muito abaixo da chamada temperatura Curie do ferromagneto,
o mesmo tende a colapsar para um estado ordenado e saturado,
correspondente a magnetizacao de saturacao.

= Considerando que em T = 0 o material esteja saturado, a
ativacao térmica deve gerar excitacoes que produzem desvios do va-
lor saturado, conforme observado experimentalmente.
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= ExcitacOes de baixas energias acima do estado fundamental sa-
turado sdo obtidas através do procedimento de Holstein e Primakoff,
expressando operadores de spin em termos de campos bosonicos:

A
|
Q
-t
(\Y)
%!
N
—1-
2

SS=S—daa . (84)

no qual a;(a)) destroi(cria) uma excitagdo de spin no sitio i.

= Os operadores locais sao conectados as variaveis de magnons
by e bjl (aniquilagdo e criacdo de um magnon de momento q, res-
pectivamente):

a;=N""7Y bged™. (85)
q
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= Os operadores de criacdo e aniquilacio de magnons satisfazem
uma estatistica de Bose-Einstein, ou em termos da algebra dos ope-
radores a uma relacdo de comutacao da forma:

[bqs by = i8q.q - (86)
O valor da magnetizacao é dado em termos do nimero de magnons:
N .
M:V(S—an), (87)
q

O Hamiltoniano de magnons é escrito de

H=Y ogbbg, (88)
q

R 2 ) /7 ~
sendo /ig = z2JSq°/(0a), que corresponde a uma particula ndo-
relativistica massiva, com relacao de dispersao parabdlica.
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A Lei de Bloch

= Assumindo a relac3o de dispersao de magnons ferromagnéticos:

h2q2
T 2

E(q) (89)

onde g é o niimero de ondas e m* = li*0a/(2zJS) é a massa efetiva
dos magnons, podemos determinar a magnetizacao dependente da
temperatura, para valores proximos da saturacdo, na forma:

M =Ms— () bibg) . (90)
q
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Temos entao:

(L bipa) =4 | qdafselEla)].

q0

onde gy € um valor de corte inferior, sabendo que os magnons
satisfazem uma estatistica de Bose-Einstein:

1

fee(E) = 55— -

09 - Magnetismo na matéria: Dia, Para e Ferromagnetismo 80/93




Prof. Dr. C.A. Dartora

= Fazendo uma mudanca de varidveis tal que:
h2 2 2m*kgT x
_ E 2 __

reescrevemos o valor da média na forma abaixo:

om*kg\ >
Lojpa =2m(2) 1 [

q hz X()e_l

obtemos a lei de Bloch dependente da temperatura na forma 73/2:

2k >
M = Mg—CpT?? | Cg=2m (m—) TVE o

2
h )CO ex_l
= As interacoes entre spins dao origem a fenomenos coletivos

denominados ondas de spin cujas energias possiveis sao quantizadas
da mesma forma que fotons e outras excitacoes elementares.
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llustracao das ondas de spin em um FM macroscépico e em um
Nanomagneto:

Macroscopic
material

J‘\VF "]

Magnetization

Iy I'c

Temperature
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Fenomenologia de Landau e Transicoes de Fase

/

E em certo aspecto equivalente a aproximacao do campo médio.
Considerando inicialmente o modelo de Heisenberg:

1
= —izfijsrsj—gﬂBZSi'B(Xi) : (92)
i] i
podemos reescrever o mesmo na forma

H,p= —8.UBZSi Besr(xi) (93)

onde o spin do sitio i esta sob a influéncia de um campo magnético
efetivo da forma:

B.,., =B+—) J;;s;, (94)
fr 2g,u Z JSJ
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e De modo classico obtém-se uma equacao de Langevin:

M = ngup L1Pgus(B+uoM)| =

ngpn ot B+ obt)] — 5

Beug(B + toM)

No limite de altas temperaturas e baixos valores de campo recupe-
ramos o resultado de Curie-Weiss:
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= Agora vamos introduzir um modelo fenomenoldégico que se deve
a Lev Landau. Considere a energia magnética livre do sistema na
forma abaixo:

1 1
U, = 5AM2 + ZBM4 , (95)

tal que a magnetizacao do estado fundamental corresponda ao va-
lor minimo da energia livre Uy, que pode ser obtida minimizando a
funcao acima.

e As solugdes ssoM =0e M =+,/—A/B.
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Para descobrirmos qual das possibilidades corresponde ao minimo

devemos calcular a segunda derivada, impondo que a mesma seja
positiva para minimos locais:

dzUL 2
—A-+3BM~ .
dM? +

Assumindo B > 0 observe que:

—se A > 0 o estado fundamental da magnetizacdo corresponde a
magnetizacao nula M = 0, pois as outras raizes sdo complexas;

— se A < 0 entao todas as possibilidades existem, mas note que M =

0 corresponde a um maximo local enquanto que M = ++/|A/B|
sao dois valores de minimos.
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= Na teoria de transicoes de fase de segunda ordem devemos
escolher A = C{(T —T,.), onde C; é uma constante qualquer. A
magnetizacdo para o estado fundamental ferromagnético, abaixo da

temperatura de Curie, é dada por:

Mo T.—T .

mas se inserimos um campo externo na equagdo (95), corresponde
a incluir um termo da forma CMB, tal que possamos calcular a sus-
ceptibilidade, obteremos a Lei de Curie-Weiss que diverge na forma

(T—-T.) 1
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e Estados da Magnetizacao de um Ferromagneto: para T > T, a
magnetizacao resultante é nula mas para T' < T, o estado fundamen-
tal € magnetizado.

Uum)
J Uum)
\ | /
Estado Nao-Magnetiz. Estado Magnetizado
I>T, T<T,

A transicao de fase do estado ferromagnético para o estado nao-
magnetizado acontece na temperatura T = T...
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e Temperatura Curie dos Elementos Ferromagnéticos a T = 273K:

= Fe: 1043K

= Co: 1388K

= Ni: 627K

= Gd: 292K

e Demais FM em temperatura acima de 273K s3o ligas de Fe, Co,

Ni, Gd, etc.
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Formacao de Dominios Magnéticos

= Em um FM de dimensdes macroscopicas abaixo da temperatura
de transicao T' < T, ocorre a formacao de dominios magnéticos cujo
efeito é a reducao da magnetizacao resultante do solido para valores
proximos de zero.

= A aplicacdo de um campo magnético externo é capaz de reori-
entar os dominios magnéticos na direcao do campo aplicado.

A razao da formacao de dominios encontra duas explicacoes basicas,
que correspondem a mecanismos distintos: i) estrutura policristalina
e ii) interacdo dipolo-dipolo de longo alcance.
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e Se a estrutura cristalina do sdélido produz anisotropia que favo-
rece a magnetizacdo do estado fundamental em um eixo especifico
- easy axis (pode haver mais de um easy axis) entdo abaixo de T a
magnetizacao tende a se orientar a um desses eixos.

e Um solido pode ter estrutura policristalina: o mesmo é formado
por varios monocristais cujos eixos de simetria ndo estao orientados
da mesma maneira. A magnetizacao de dois clusters préximos, de-
nominados dominios pode n3o estar no mesmo eixo produzindo um
efeito de cancelamento macroscdpico;

e A interacdo de troca € de curto alcance e se superpbe a ou-
tros efeitos como interacao dipolo-dipolo, efeitos diamagnéticos e
interacao spin-orbita, fazendo com que a energia do sélido seja mini-
mizada pela orientacao dos varios dominios de maneira nao paralela,
resultando em uma magnetizacao macroscopica liquida nula.
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= Formacao de dominios para B = 0 e alinhamento dos dominios
magnéticos com campo aplicado

- T
— T
Dominios magneticos: Orientagdo dos dominios
B=0 paraB # 0

= Nas regides de transicao entre um dominio e outro formam-
se paredes de dominio, que influenciam fortemente o transporte
eletronico, que é dependente do spin nesse caso.
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