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Quais os Beneficios da Codificacdo de Canal?

Notes

@ O uso de codificacdo de canal pode: aumentar a faixa de

operacdo de um sistema de comunicac¢do, reduzir a taxa de

erros, diminuir os requerimentos de poténcia transmitida ou
uma combinac3do destes beneficios.

@ Um bom projeto de sistema de comunicacdo precisa encontrar

o melhor compromisso entre largura de banda, poténcia e taxa
de erro de bits para uma determinada aplicac3o.
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Chip de um Receptor de Satélite
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Eficiéencia Espectral com Codificacao de Canal — BPSK

Notes
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Exemplos de Esquemas de Codificacdo de Canal
Notes

@ Disco Compacto: Utiliza cédigos de Reed-Solomon (RS)
concatenados em um esquema conhecido como CIRC

(cross-interleaved RS code);

@ Comunicagdo por Satélite: O padrao DVB-S utiliza um cédigo
convolucional puncionado de taxa 1/2 e K = 7 concatenado

com um cédigo RS (204, 188);

e Sistemas COFDM (DVB-T, 802.11a): Utilizam cédigos

convolucionais concatenados com cédigos RS em esquemas
similares aos utilizados em comunicacao por satélite;

o Gigabit Ethernet: Utiliza modulagdo codificada (TCM:

Trellis-Coded Modulation) para atingir ganho de codificagdo
de 6 dB.
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Sistema de Comunicacdo com Codificacao de Canal

Notes
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Sistema de Comunicacdo com Codificacdo de Canal
Notes

Principal problema de engenharia a ser resolvido: Projetar e

implementar o codificador/decodificador de canal de tal forma que:

e A informagdo possa ser transmitida (ou armazenada) em um

ambiente ruidoso t3o rdpido (ou tdo densamente) quanto
possivel;

@ A informac3do possa ser reproduzida de forma confidvel na

saida do decodificador;

@ O custo de implementacdo do codificador e do decodificador

esteja dentro de limites aceitaveis.
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Alguns Cédigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)

Notes
BCH Codes (Partial Catalog)
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7 o
Cédigos de Bloco
Notes

Cédigos de Bloco Binarios

Um cédigo de bloco bindrio de tamanho M e comprimento de

bloco n é um conjunto de M palavras bindrias de comprimento n

bits, chamadas de palavras-cédigo. Geralmente, M = 2k L inteiro
= cddigo (n, k).
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Distancia de Hamming Minima

Seja C = {¢|l =0,1,...,M — 1} um cédigo de bloco bindrio composto

Notes

por M palavras-cédigo de comprimento n.

O peso de Hamming, w(c), de uma palavra-cddigo é igual ao niimero
de posicoes diferentes de zero na palavra-cédigo;

A distancia de Hamming, d(c;, ¢;), entre duas palvaras-cédigo ¢; e ¢; é
o nlimero de posi¢des em que ¢; e c; diferem;

A distancia de Hamming minima, d,,;,, do cédigo C é a distancia de

Hamming entre as duas palavras-cédigo com menor distancia de
Hamming entre elas. Ou seja,

dmin = chl]HelC d(ci, ¢j);

i#]

Capacidade de correcdo de erros: t = | dmiz=1] .
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Cédigos de Bloco Lineares

Notes

Um cédigo de bloco bindrio é linear se a soma mdédulo-2 bit a bit

de quaisquer subconjunto de palavras-cédigo resulta numa outra
palavra cédigo;

Um cédigo de bloco bindrio linear é um subespaco vetorial de
GF(2)™, o espaco vetorial das n-uplas bindrias;

Alguns cédigos elementares:
o Cddigos de paridade simples: C'(k, k + 1) ou C(n, n — 1);

e Cddigos de repeticdo: C(n, 1);

e Cddigos de Hamming: C(2™ —1,2™ —1—m), m > 3.
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Descricao de Cddigos de Bloco Lineares por Matrizes

Notes
Matriz Geradora: Gy
Equagdo de codificagdo: ¢ = mG, onde my;, ;) — vetor
mensagem
1 0010
Exemplo: Considere G= (0 1 0 0 1].
00111
Qual a palavra-cédigo correspondente a mensagem m = [011]7
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Descricdo de Cddigos de Bloco Lineares por Matrizes
Notes

e C' — subespaco de GF(2)", de dimens&o k;

e Ct — complemento ortogonal = conjunto de todos os

vetores ortogonais aos vetores de C,

e Ct — também é um subespaco de GF(2)", de dimens3o

n—k;

e C = Cédigo dual de C' composto por 2"~ % palavras de
GF(2)™;

o Seja Hj(,_p)xn] — matriz contendo uma base para c+,

— cH” = 0 — equacio de verificacio de paridade,

= H[(,—k)xn] — Matriz de verificagao de paridade de C.
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Codificacdo Sistematica

Notes
Matriz geradora na forma sistematica: G = [L | P (n—r)]] -
@ Qualquer matriz geradora pode ser transformada na forma sistematica através
de uma sequéncia de operagdes elementares sob as linhas seguida de
permutagdes de colunas —> cdédigos equivalentes;
@ Todo cédigo de bloco linear é equivalente a um cédigo que pode ser codificado
por um codificador sistemdtico.
Matriz de verificacdo de paridade na forma sistematica:
_ T
H= [_P[(n—k)xk] |In—k] :
1 0 0 1 1
Exemplo: SelaG=|1 1 0 0 1
1 0 1 1 0
Obtenha as matrizes geradora e de verificacdo de paridade na forma sistematica.
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Arranjo Padrdo para Cdédigos Binarios
Notes

c, =0 ¢, 3 c; ok
e, C,+€ C3+€ ... C;+e ... Cp+e,
-8 G, + €3 C3+€; ... C;+€3 ... GCok+ey
. . . . . k .
g Co+ e C3+8 ... Ci+e ... Ch+eg
ezlt*k C2 + ezlt*k 03 + ezn—k ci + ezlt*k czk + 92” -k

Para um dado canal, a probabilidade de erro na decodificacao é

minimizada quando os padrdes de erro mais provéveis de acontecer

sao selecionados como lideres de cosets.
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Decodificacao por Sindrome

Notes

Seja: r — palavra recibida.
— r=c-+e.

Cédlculo da sindrome:

s =rH” = cHT + eHT = eH”

Todos os vetores em um mesmo coset tém a mesma sindrome. J

Procedimento de decodificacao para cédigos de bloco:

@ Dado r, calcular s = rH”:

@ lIdentificar o lider de coset correspondente, e;

© Calcularc=r+e.
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Singleton Bound e Hamming Bound

@ Singleton Bound: A distdncia minima de qualquer cédigo de bloco

Notes

(n, k) satisfaz,
dmin <n-— k+ 1;

@ Cddigos com dyin =n — k + 1 s3o chamados de cédigos de
distdncia maxima (MDS: Maximum-Distance Separable);

@ Hamming Bound: on—k > (g) + <7;) 4t (7;)

@ Cddigos perfeitos: Satisfazem o Hamming Bound com a
igualdade:

Cédigos de repeti¢do C'(n, 1), n impar;

Cédigos de Hamming binarios;
Cédigos de Hamming n3o binarios;
Cédigo de Golay bindrio C'(23,12), t = 3;

Cédigo de Golay ternario C(11,6), t = 2.
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Exemplo — Cédigo

6.3)

Notes
Considere um cédigo de bloco binario linear com
11 0 1 0 O
G=(0 1 1 0 1 O
1 0 1 0 0 1
000000 110100 011010 101110 101001 011101 110011 000111
000001 110101 011011 101111 101000 011100 110010 000110
000010 110110 011000 101100 101011 011111 110001 000101
000100 110000 011110 101010 101101 011001 110111 000011
001000 111100 010010 100110 100001 010101 111011 001111
010000 100100 001010 111110 111001 001101 100011 010111
100000 010100 111010 001110 001001 111101 010011 100111
010001 100101 001011 111111 111000 001100 100010 010110
Construa uma tabela de sindromes para este cédigo. E um cédigo perfeito o quase
perfeito?
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. 2 0o
Exemplo: Decodificador do Cédigo (6, 3)
Notes

s =rHT

Received

Vector r

s=[rirorgrarsrel

Exclusive-OR
Gates

Syndrome S

_ Ok OO
O = OO
=0 = OO

AND gates

S1 =" +T4+’I"6 -
Pattem e

So =Trg+14+715 o o o o

kil e s e s =
S3 = T3 + s + T6 .

omected !
Output U a -
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Cédigos Ciclicos

Um cédigo de bloco linear é um cédigo ciclico se cada

Notes

deslocamento ciclico das palavras-cédigo é também uma

palavra-cédigo.
Vantagens:

@ Descricdo algébrica elegante;

o ¢(x) =m(z)g(z), g(x) — polinémio gerador;
o c(x)h(x) =0 mod (") — h(z) : polindmio de verificagdo

de paridade;
e ¢(f1)=0,...,¢(6:) =0, onde §; € GF(p™);

o Codificacdo e célculo de sindromes utilizando registradores de

deslocamento;

@ Correcdo de surtos de erros;

@ Correcdo de erros aleatérios através da solu¢do de equacgdes

de polindmios.
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Cédigos Ciclicos: Representacdo Polinomial

Palavra-cédigo: c(z) = co +c1z +cpa? + -+ +cn_13" L, ¢; € GF(p) Notes

Deslocamento ciclico: zc(x) — deslocamento ciclico no tempo ou rotagdo a direita

sujeita a condi¢do

2" =1louz™—-1=0 (2" +1=0 para cédigos bindrios)

Polinémio gerador: g(z) =1+ g1 + gox? + - + gp_pa™ ™k

= ¢(z) = a(z)g(x) mod (:D"_l)

onde:

Grau [¢(z)] <n -1,

Grau [g(z)] =n — k;
Grau [a(z)] < k —1;

a(z) : polinémio associado a mensagem a ser codificada na palavra cédigo c¢(z).

Seja a(x) = ap + a1z + asz? + -+ ap_qzk!

= a()g(z) = aog(w) + arg(z) + aza’g(z) + - +ap_12" " 'g(2)
—— N N — N———

eC eC eC eC

= a(x)g(z) = combinac¢do linear de palavras-cédigo que resulta em uma outra
palavra-cédigo de C.



Cédigo Ciclico Sistematico

Notes

Cc= DPosP1s -+ s Pn—k—1 y MO, M,y e ey MEg—1

n—k bits de cheque de paridade  k bits de mensagem

Seja m(z): polinbmio-mensagem,

m(x) =mo+miz+ -+ my_1z" L.

Entdo, c¢(x): polindmio-cddigo resultante da codifica¢do sistematica,

k—1

c(x) =po+ P17+ + pak12" P b mo +maw + -+ my_gzth

p(z) an=km(z)

Sabendo que ¢(x) = a(x)g(z),

= p(z) — resto da divisio de 2" *m(z) por g(x).
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Procedimento para Codificacdo Sistematica

Notes

Q m(x)z"F =2

n—~k
@ Resto da divisdo a7 im(x) =p(x)?
9(@)

@ p(z) + 2" Fm(z) = c(x).

Exemplo: Sejam m(z) =1+23, g(x)=1+z+2% C(74). Qual a
palavra-cédigo correspondente a m(z)?

Fatoragdo de 27 + 1 em polindmios irredutiveis em GF(2):

"+ 1) =(@+D)@*+2+1)(2* +22+1)

- 2 polindmios de grau 4 (geradores de cédigos (7, 3));
- 2 polindmios de grau 3 (geradores de cédigos (7, 4));

- 1 polinémio de grau 1 (geradores de cédigos (7, 6)).
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Codificador de um Cédigo Ciclico (n, k)

Notes
f
Flip-flop ~ Modulo-2 Cod
adder P;rtu;y X\ wzrg
Message bits o807~
X" m(x)
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- - /7 . e L
Codificador do Cédigo Ciclico (7, 4)
Notes

Gate
R | | [ [ an
L/ | | [ [ N
Flip-flop Modulo-2 .
adder Parity Code
bits A word
M bits o o”

S
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Calculo da Sindrome

Notes

Seja r(x) =79+ rx + -+ 112" 1 — polindmio recebido.

Sabendo que r(x) = ¢(z) + e(x), entdo polindmio sindrome

correspondente, s(z), de grau < n — k — 1, pode ser calculado

como:

s(z) = r(x) modulo-[g(z)]

= ¢(x) modulo-[g(z)] + e(z) modulo-[g(x)]

e(z) modulo-[g(x)]

= s(x) é também a sindrome do polindmio que representa o

padrao de erro.

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introdugdo a Codificagdo de Canal

Circuito de Calculo das Sindromes

Notes

r(x)

Received
bits

Flip-flop  Modulo-2
adder
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Célculo de Sindromes — Cédigo (7, 4)

Notes
Gate
Received f\
bits N N
Modulo-2 Flip-flop
adder
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Propriedades do Polinémio Sindrome

Notes

@ A sindrome de um polinGmio recebido também é a sindrome
do polindmio erro correspondente;

@ Se s(z) é a sindrome de r(x), entdo a sindrome de xr(x) serd

xs(x), isto é,

2r(x) = 2q(a)g(x) + ws(x)

Em geral, 2's(z) — sindrome de x'r(z);

© s(x) é idéntico a e(x) supondo que os erros estejam

confinados aos n — k bits de verificacdo de paridade.
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Cdédigos CRC

Notes
Cédigos de verificagdo de redundancia ciclica (CRC: Cyclic Redundancy
Check). Podem detectar:
@ Todos os surtos de erro de tamanho n — k ou inferior, incluindo
surtos do tipo end-around,
@ Uma fracdo dos surtos iguais ou maiores que n — k + 1. A fracao é
igual a 1 — gn—k-1.
@ Paral>n—k+1, afracdo de surtos n3o detectdveis de
comprimento [ € igual a 92— (n—k).
@ Todas as combinacdes de d,ij, — 1 ou menos erros;
@ Todos os padrdes de erro com um nimero impar de erros se o
polindmio gerador do cédigo tiver um nimero par de coeficientes
diferentes de zero.
Exemplos:
@ CRC-12 = g(x) =1+ + 22+ 23 + 21 + 212
@ CRC-16 — g(z) =1+ 22 + 2! + 216;
@ CRC-ITU = g(x) =1+ 2° + 22 4+ 216,
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Exercicio 1
Notes

Procura-se um cédigo ciclico nao sistemdatico para proteger blocos
de informac3do de 8 bits. Para isso, um polindmio gerador de grau

7 é utilizado.

a) Quais serdo os valores de n e k do cédigo?

b) Mostre que o polindmio g(x) = 27 + 2% + 2* + 1 pode ser

usado.

c) Encontre a palavra-cédigo associada ao byte Alygx.

d) Calcule a sindrome associada a palavra recebida

r = [0000111101100001].

e) Mostre que o c6digo n3o pode detectar 4 erros.
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Exercicio 2

Alguns testes foram realizados num canal onde se pretende melhorar o
desempenho com a utilizagdo de um cédigo de Hamming. Foram

Notes

enviados um total de 102 bits e na saida do canal foram constatados um
total de 7,85 x 10° bits errados.

a) Faca uma estimativa da taxa de erro de bits do canal supondo um
modelo BSC.

b) Determine o tamanho maximo do bloco codificado que pode ser

usado com seguranca se até um erro for permitido por cada bloco.
Apbs esse célculo considere n = 511.

Qual a probabilidade de um bloco ndo conter erros?

Qual a probabilidade de dois ou mais erros em um bloco?

)

d) Qual a probabilidade de um bloco conter exatamente um erro?
)
)

Quantos bits de redundancia sdo necessarios considerando que
desejamos dyin = 37
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Exercicio 3

Notes

Considere o seguinte esquema de transmissdo digital em que o cddigo
BCH utilizado tem pardmetros n = 31, k£ = 16 e capacidade de correcdo

de erros, t = 3.

\

 Cadific. ) Decod. ‘ )
Fonte BCH —{ 2-PAM —»\:—» Detector —»~ BCH —T Destino

w(t)

a) Determine a relagdo Ej,/Ny necessdria para se atingir uma taxa de
erro de bits de pelo menos 10~* considerando o sistema sem a

utilizacdo de codificacdo de canal.

b) Determine a taxa erro de bits do sistema utilizando codificacdo de
canal e operando com a relagdo sinal-ruido calculada na parte (a).
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Cddigos Ciclicos Bindrios vistos a partir de GF(2™)

Notes

Seja g(z) o polindmio gerador de um cddigo ciclico bindrio de
comprimento n = 2™ — 1 com zeros (31,02, ..., [, em GF(2™). O

polindmio ¢(z) sobre GF(2) é um polindmio cédigo se e somente se

c(B1)=c(B2)=-=¢c(Br)=0

onde ¢(f;) é avaliado em GF(2™).

BCH bound: Se um cédigo ciclico linear é construido de forma que:

@ Cada palavra-cédigo tem n bits;

@ (3 é um elemento de ordem n em GF(2™);

@ O polindmio gerador do cédigo, g(x), inclui, entre suas raizes,

(0 — 1) poténcias consecutivas de j;

entdo, é garantido que o cddigo tem distdncia minima igual a § ou maior.
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Notes

@ Um corpo finito com ¢ elementos é chamado de GF(q) (Galois

Field);

e GF(p) = inteiros com aritmética médulo um nidmero primo, p;

e GF(p™) = polindmios sobre GF(p) com aritmética médulo um

polindmio primo de grau m (extension field);

@ Todo corpo finito é o espaco vetorial de m-uplas sobre o
corpo GF(p) de inteiros com aritmética médulo um niimero

primo p. Portanto, GF(q) = GF(p™);

o GF(2™) = espago vetorial de m-uplas bindrias conjuntamente
com operacoes de soma mddulo-2 e multiplicacao médulo um

polindbmio binario primitivo de grau m.
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Construcao de Corpos Finitos

Notes

e Exemplo: Considerando GF(p) = inteiros com aritmética

mdédulo um ndmero primo, p, construir GF(7).

o Para cada elemento a € GF(p), a # 0, haverd um menor

inteiro, n, tal que a™ =1, = n : ordem de q;

@ Seja a um elemento diferente de zero em GF(g). Seja n a
ordem de a. Entdo, n divide g — 1 = alt-l) = 1;

@ Se a ordem de a for ¢ — 1, entdo a é um elemento primitivo
de GF(q);

o Exemplo: Qual é o elemento primitivo de GF(7)?

@ Seja o um elemento primitivo de GF(q), entdo

GF(q) = {0,1,a,0?,...,a972}.
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Soma e Produto Médulo-8

Notes

+/0|1|2(3|4|5/6|7 x|011|12(3/4/5|6|7
010(1(2(3]4|5|6]7 010|0|0|0(0|0|0]|O0
L|1|2(3]4]|5|6|7|0 110|1|2|3|4|5|6|7
21213]4|5|6(7|0]1 2101214]6(0(2|4]|6
313(4(516|7|0(11|2 3101316(1(0(3|6]1
4141516|7|0(1(2/|3 41014/0(4(0(4|0|4
515(6(7(0]|1|2(3]4 510(5|217|4]1|6|3
616(7(0]1]2]|3(4]5 6/1016/4(2|0|6|4]|2
71710(112]3|4|5]6 710(7|6(5|4(3|2]1
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Soma Médulo-2 (bit-a-bit) das 3-uplas

Notes

000|001 |010 | 011 {100 (101 110 |111
000 | 000|001 |O10 |OI1 100 101|110 |111

001 | 001|000 |OI1 |O10 101 {100 |111 |110

010|010 |011 |000 {001 | 110 | 111 | 100 |101
011|011 |010 {001 {000 | 111 |110 | 101 | 100

100 | 100 | 101 | 110 |111 {000 {001 |010 |O11

101|101 {100 | I11 {110 {001 {000 |O11 |O10
110 | 110 | 111 {100 | 101|010 {011 {000 | 001

111|111 {110 | 101 [ 100|011 {010 |001 | 00O

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introducgdo a Codificagdo de Canal

Operacdo de “Multiplicacao” das 3-uplas

Notes

001 (010 (011 |100 |101 (110 |111

001 |001 |010|0O11 {100 | 101|110 |111

010|010 | 100|110 |OI1 {0O1|111 |101

011 |011 | 110|101 |111 |100|001 |OI10O

100 | 100 {011 | 111 | 110 {010{101 |00l
101|101 {001 | 100|010 [ 111|011 |110

110 | 110 | 111 {001 | 101 {011 |0O10 | 100

111 | 111 {101 {010 [0O01 [110|100 |0O11
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Construcdo de GF(2™)

Notes

@ Seja o um elemento primitivo de GF(2™), entdo

GF(2™) = {0,1,a, 02, ... ,a2m_2};

e Um polindmio irredutivel, p(z), de grau m sobre GF(2) é um

polindmio primitivo se tiver como raiz um elemento
primitivo de GF(2™) = p(«) = 0;

o — GF(2™) = espaco vetorial de m-uplas binarias

conjuntamente com operacdes de soma mddulo-2 e
multiplicagdo mddulo um polindmio bindrio primitivo de grau

m.

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introdugdo a Codificagdo de Canal

Notes

Poténcia de & Polindbmio  3-upla

0 0 000
1 1 001
« « 010
2 o’ 100
3 a+1 011
4 a?+1 101

o+« 110
111

SREcRRcRNc e

[N
Q

[N
_|_
Q
_|_
—_

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introdugdo a Codificagdo de Canal




GF(2%) construido a partir de p(z) = 2t + 2 + 1

Notes
Poténcia de o Polinbmio 4-upla

0 0 0000

1 1 1000

« a 0100

a? a? 0010

a? a? 0001

at 14+« 1100

a® o+ a? 0110

ol a? + o 0011

a’ l+a+ad 1101

a8 o+« 1010

o’ a+ad 0101
all 14+ a+o? 1110
att a+a?+a? 0111
al? l+a+a?2+a? 1111
al? 1+a?+a? 1011
al4 1+a3 1001
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Propriedades de GF(2™)
Notes

@ Seja f(x) um polindmio com coeficientes em GF(2). Seja

um elemento de GF(2™). Se 8 é uma raiz de f(z), entdo para

qualquer [ > 0, o elemento BQl também é uma raiz de f(z).

Elementos da forma le sdo chamados de conjugados de §3;

@ O polindmio minimal, ¢(z), de 3 (e de seus conjugados) é o
polindmio de menor grau com coeficientes em GF(2) tal que

o(8) =0;

@ Sejam ¢(x) o polindmio minimal de um elemento /3 em
GF(2™) e e o menor inteiro tal que 32" = 3. Entio,

e—1

o(z) = [[(@+B%).

1=0

o Exercicio: Determine o polinbmio minimal correspondente a
B = a® em GF(2%).

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introdugdo a Codificagdo de Canal



Polindmios Minimais dos Elementos em GF(2%)

Notes
Raizes Conjugadas Polindbmios Minimais
0 T
1 z+1
a,a?,0t,a8 4 ar+1
3,080 al? 4t a2 +r+1
a®,alt0 224+z+1
a77a11,a13,al4 U |
Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introducgdo a Codificagdo de Canal
BCH Bound
Notes

Se um cédigo ciclico linear é construido de forma que:

o Cada palavra-cédigo tem n bits;

@ [ é um elemento de ordem n em GF(2™);

@ O polindmio gerador do cédigo, g(x), inclui, entre suas raizes,
(6 — 1) poténcias consecutivas de 3;

entao,

@ ¢é garantido que o cédigo tem distdncia minima igual a  ou
maior;

@ § — distancia de projeto.

Evelio M. G. Fernandez
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Construcao de Cédigos BCH

Notes

@ Para cada raiz 8" incluida em g(z), existe um polindmio
minimal ¢,(z) que tem 3" como raiz [i.e., ¢,(8") = 0] e com

coeficientes em GF(2).

@ O polinémio gerador, com coeficientes bindrios, que contém
todas as raizes necessarias pode ser obtido como sendo o

minimo comum miltiplo (LCM) de todos os polindmios

minimais correspondentes as raizes utilizadas:

g(x) = LCM{1(z),¢2(), .. . ,p5-1(2)}.
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Tipos de Cédigos BCH

Notes

@ Se f =« é um elemento primitivo de GF(2™), o cédigo BCH
resultante é chamado de cédigo BCH primitivo e as suas

palavras-cédigo tém comprimento n = 2™ — 1 bits:

e n=2"-1,;

e k>n—mi;
° dmin 2 2t+1,

o O polinédmio gerador do cédigo, g(x), é o polindmio de menor

grau sobre GF(2) contendo a,a?,a?, ... 0" como raizes;

@ Se 3 ndo é um elemento primitivo de GF(2™), o cédigo BCH

resultante é chamado de cédigo BCH nao primitivo e as

suas palavras-cédigo tém comprimento igual a ordem de (.

Exemplo: Encontrar o polindmio gerador de um cédigo BCH

primitivo comn =15 et = 2.
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) construido a partir de p(x) = 2% + z + 1

Notes

TABLE 6.2 Continued.
TABLE 6.2 GALOIS FIELD GF(26) WITH p(a) =1+ +0as=0

a3t 1tz +as @ 01000D
0 0 © 0000 0 32 1 + a3 100100
1 1 100000 @’ o +at © 10010
@ 3 © 1000 0 a3t a2 +as ©@01001
2 a2 © 01000 a3s 14a + 03 110100
s P8 © 0010 0 a3s @+ a2 +at © 11010
at at ©00010 37 a? +ad +as ©o011001
as s ©0000TD 28 1+a +ad + ot 110110
as 1+a 110000 39 @ + o? at s © 110101
a’ o+ a2 © 11000 aso 1+a+a+a +as 111100
a8 a4 o3 ©01100 a4t 1 +at+tadtat 101110
s al 4 at © 001 1 0 a42 3 + a3 gt - as 101101
ato as + as ©o0001 1 43 1+ a+ a2 +at +as a11010
att 1+ea + a8 110000 ase 1 tartad +as 101101
aiz 1 +a 101000 ass 1 +ad +at a$ 00110
a3 « +a3 © 10100 ats « I at +as ©1001 D
alt ? +at ©01010 47 14a+az +as 111000
ats a3 4 as ©o0o0100M ass 1+ oazta? 101100
ats 14a +at 110010 ats « + a3+ ot © 10110
at? o+ a2 +as ©11000 aso az + at03 ©o0 1011
13 14o+a2+ad 111100 ast 14a + a3 + s 1101001
al? o+ o2 +ad +at © 11110 as2 1 + a2 +at (t 0101 0
a0 a2 +ad +at +ad ©@o1 110D as3 o + a3 +as © 10100
P 1+ a +ad ot + s @101 10D ass 1+a+a? + ot 111010
22 1 +a +at o+ as 10101 0D ass @+ a2 +al +as © 11101
23 1 + a2 +as 100100 ass T+a+a?+ad+at a11110
e 1 ot 100010 s w02 ad +at s ©11110
azs « + a3 ©@10000D ass 1+a+a+ad+at—as (111111
a26 1+a+a? 11000 as9 1 +o? +ad +at+ad ao01110n
27 o+ a4 o} ©11100 ase 1 + o3 kot - as 100111
azs a2 +ad + a4 ©o01110 ast 1 + a4+ as 100011
29 a? + ot + as ©001 11 as? 1 +as (100001
30 1+a +at +as @1001 1

s 1
Fernandez TE111
Notes

TABLE 6.3 MINIMAL POLYNOMIALS OF THE ELEMENTS TABLE 6.4 GENERATOR POLYNOMIALS OF ALL THE BCH

IN GFE29) CODES OF LENGTH 63

Elements Minimal polynomials k1 20X)
o, a2, a4, a8, al6, @32 1+ X+ X6
3, 06, 412, 424, q48, 33 14 X+ X2+ X¢ 4+ X6 63 57 1 gX)=11 X+ X6
as, @10, a20, 40, gl7, g34 12X+ X2+ X5+ X6 512 g2(X) = (14 X + X1 4 X + X2 4 X4 4 X6)
o7, 414, 428, 456, 449, 435 14 X3+ x6 45 3 g3(X) = (I + X = X2 4 X5 4 X6)ga(X)
@ a1, 36 1+X24 X3 3 4 (X} = (L4 X3 = X6)gy(X)
all,a22, a4, 425, aso, 437 14+ X2+ X34+ X5 + X6 kI gs(X) = (I + X2 - X¥)ga(X)
a3, 426, 452, g41, q19, 038 14 X+ X34 X4+ X6 30 6 gs(X)=(1 | X2 X3 + X5 4 XO)gs(X)
als, a0, a0, a7, a1, 30 1+ X2+ X4+ X5 + X6 24 7 gr(X) = (14 X 1 X3 1 X*+ Xo)ge(X)
a1 g42 14+ X+ x2 18 10 gro(X) = (I + X2 4 X4 | X5 + XO)go(X)
@23, 446, a29, a8, @53, 43 14+ X4 X*+ X5+ X6 16 11 g(X)=(1+ X+ X2)g10(X)
a7, as4, ats 1+ X+ X3 10 13 213(X) = (14 X + X4+ X5 + X6 (X)
431, 062, 461, 439, 4S5, q47 14 X5 + X6 715 g1s(X) = (1 + X + X)zi3(X)

Exercicio: Encontrar o polindmio gerador de um cédigo BCH nZo
primitivo com n = 21, t = 2 e raizes em GF(2°).




Decodificacao de Cédigos BCH Primitivos

Notes
Seja: r(z) = c¢(x) + e(x). Lembrar que:
s(xz) = r(z) modulo-[g(x)]
= ¢(x) modulo-[g(z)] + e(z) modulo-[g(x)]
= e(x) modulo-[g(z)]
— e(x) = q(z)g(x) + s().
Sendo conhecidas as raizes dos polindmios que representam as
palavras-cédigo, entdo:
r(a’) = c(a’) +e(a’) = e(a?), i=12,...,2t,
= e(a') = q(a’)g(a’) + s(a’) = 0+ s(a’),
— 5 = 5(2)|yeni = s(&d) =7(af): i=12,... 2t
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Decodificacao de Cédigos BCH Primitivos
Notes

Supor que o padréo de erro e(x) contém v erros nas posicdes

It 2 ... xdv, ou seja,

e(r) =ait + 272+ 429 onde 0 < jy < jo < - <.

Ent3o podemos construir o seguinte sistema de equagdes:

51:a]1_|_aJ2+..._|_aJu

s2 = (a7)? + (a?2)? 4 - + (a'¥)?

sop = (a1)? 4 (a2)? 4 .-+ (adv)?

onde ji,J2,...,j, Sdo incdgnitas que representam as posicoes dos erros.

Qualquer método para resolver este sistema de equagdes é um algoritmo
de decodificagao para cédigos BCH bindrios primitivos.
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Cdédigos BCH nao Binarios

Notes

Cédigos BCH Primitivos sobre GF(p)

Seja a um elemento primitivo em GF(p"™). O polinémio gerador,
g(z), de um cédigo BCH p-ario primitivo corretor de t erros é o

polindmio de menor grau sobre GF(p) contendo a, a?,a?,... a2

como raizes em GF(p™). Seja ¢;(x) o polindmio minimal de «;,
1 <4 < 2t. Entao,

g(x) = LCM{¢1(),02(), - . . ,p2u() }-

Evelio M. G. Fernandez TE111 - Introdugdo a Codificagdo de Canal

Cédigos de Reed-Solomon

Notes

Cédigos de Reed-Solomon (RS)

Um cédigo de Reed-Solomon é um cédigo BCH primitivo (ndo

bindrio) de comprimento n = p™ — 1 sobre GF(p""). O polindmio

gerador desse cédigo tem a forma

9(z) = (z — )(z — %) -+ (z — &™)
2t—1

=go+ g1z + gax® + - + g 122 + gy,

onde o é um elemento primitivo de GF(p™), t é a capacidade de
correcdo de erros do cédigo e g; € GF(q).

@ n =p™ — 1 simbolos de GF(p™);

@ k=p™ —1— 2t simbolos de GF(p™);

@ dpin =n—k+1 = cddigos RS sdo MDS!
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Desempenho de Cédigos de Reed-Solomon

Notes
107! T T T T T
== Uncoded BPSK
=~ RS (255,239,17)
-e- RS (255,223,33)
1072 —
10*3 -
g
]
&
: -
= 10 b8 -
&
%
‘\
107° \\ -
‘\
107¢ L
8 9 10
E4/Ny (dB)
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;s .
Exercicio
Notes

Deseja-se gerar um cédigo de Reed-Solomon sobre GF(23) com
capacidade de correcdo t = 1.

a) Determine os pardmetros n e k, a quantidade de palavras do
cédigo e o comprimento maximo (em bits) do erro que pode ser

corrigido;

b) Determine o polindmio gerador do cddigo;

c) Codifique a mensagem m = (110 010 111 000 001). Suponha
que na saida do canal trés bits s3o afetados pelo ruido.

Explique como a localizagcdo desses bits pode afetar no
resultado da decodificagdo.
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Estrutura e Codificacao de Cédigos Convolucionais

Notes

e Cddigos de Bloco (n,k):

n digitos codificados = fung¢do dos k digitos (informagdo) da
entrada no instante atual.

e Cddigo Convolucional (n, k,m):
n digitos codificados = fun¢do dos k digitos de entrada e de

K digitos de informacdo guardados em uma memdria

(conjunto de SR's: shift register).
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Codificador Convolucional (2,1, 3)

Notes

! | ]
L

1

@ u: sequéncia de entrada, k = 1;

@ v = (vlv?): sequéncia codificada, n = 2;

@ m: ordem do codificador, m = 3;

@ Memdria: 1 SR de 3 estdgios (3 FFD);

@ Taxa: R=1/2
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Equacdo de Codificagdo em Forma Matricial — C'(2,1,m)

Notes
9095 g%gz gégg gingzn 00 00
00 gégo 9191 - ggn—lgm—l Im9m 00
G=100 00 gig5 - Gh-29m-2 Gm-19m-1 GnIm
ou
Go G1 G2 -+ Gn
Go G1 G2 -+ Gp s
G = Go Gi1 Gz -+ Gm ,ondeGi:[gigi}
Equacao de codificacao: v = uG
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Codificador Convolucional C5(3,2,1)
Notes

.

IQ‘
Lie

@ u = (u'u?): sequéncia de entrada, k = 2;

o v = (vlv2v3): sequéncia codificada, n = 3;

@ Ordem do codificador, m = max v; = 1, v; = tamanho do i-ésimo

1=1,2
SR, i=1.2,...,k;

@ Memdria: 1 SR de um estagio, 1 = v» =1 (1 FFD) em paralelo

com a entrada;

@ Taxa: R=2/3.
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Equacdo de Codificagdo em Forma Matricial — C'(3,2,m)

1 2 3 1 2 3
91,091,091,0 91,191,191,1

1 2773 1 2 "3
92,092,092,0 92,192,192,1

17 72" "3

G = 91,091,091,0
17 792 "3

92,092,092,0

Equacao de codificacao: v = uG

Evelio M. G. Fernandez

1 2 3
gl,mgl,mgl,m
g2,mg2,m92,m
1 2 3 1 2 3
91,m—-191,m—-191,m—-1  91,m91,mI91,m
1 2 3 1 2 3
92,m—192,m—-192,m—-1  92,m92,m92,m
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Comprimento de Restricdo (Constraint Length)

@ O constraint length, v, de um codificador convolucional é

definido como

e Um codificador convolucional com taxa R = k/n e constraint

length v é identificado como codificador (n, k, v);

@ Um cdédigo convolucional (n,

k,v) é o conjunto de todas as

sequéncias de saida (palavras-cédigo) produzidas por um

codificador (n, k,v).

Evelio M. G. Fernandez
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Notes

Notes




Codigo C1(2,1,3) — Andlise no Dominio da Transformada

Notes
4 | | N
- L L )
v=(v'v?)
L
on=2k=1v=3n=3
e g' =(1011) = ¢*(D) = 1+ D? + D?
@ ¢ =(1111) = ¢*(D) =1+ D + D* + D?
@ Mensagem: u = (10111) = w(D) = 1+ D? 4 D® + D*
@ v(D) =7
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Propriedades Estruturais de Cédigos Convolucionais
Notes

Codificador convolucional = circuito sequencial (maquina de

estados finita).
= operagao descrita por diagramas de estados (trelica, drvore,

etc).
Exemplo: Cédigo (2,1,1)
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Distancia Livre, dfee

Notes

dfree = vv&i’yeC{dH (V’,V//)7 o’ 4 U_//}

onde:

e v/.v": sequéncias codificadas correspondentes a u’ e u”;

@ dy: distancia de Hamming entre duas sequéncias quaisquer
em C

— Para cédigo linear: v/ =0 = dy(0,v) = wy(v)

onde, wy(v) é o peso de Hamming de v.
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Trelica C1(2,1,3)

Notes

000 e —0(00)—»e —0(00)—»@ —0(00)—»e —0(00)—»e

. — »>e
4 7N
*:s' W /
oY

001 o
010 o -
RN
oS ‘g:’ */
011 o /"'% /
=
A
%,
100 o A
101 o A,
110 o

M & e e
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Desempenho de Cédigos Convolucionais

10-1

T

2
&

Bit error probability, P

1075

Rate 1/3, K = 41, sequential hard decision
Rate 1/2, K = 41, sequential hard decision

Rate 1/2, K = 7, Viterbi soft decision

Rate 1/3, K = 7, Viterbi soft decision

Rate 1/2, K = 7, Viterbi hard decision
Rate 1/3, K = 7, Viterbi, hard decision

~ Uncoded BPSK

2 4 6 8 10 12 14

Ey/No (dB)

M. G. Fernandez TE111 -1

Rate Constraint Length Free Distance Code Vector
H 3 5 11
101
3 4 6 1111
1011
3 5 7 10111
11001
3 6 8 101111
110101
1 7 10 1001111
1101101
3 8 10 10011111
11100101
H 9 12 110101111
100011101
111
3 3 8 111
101
1111
S 4 10 1011
1101
1111
1 5 12 11011
10101
101111
1 6 13 110101
111001
1001111
1 7 15 1010111
1101101
11101111
3 8 16 10011011

10101001

cacao de Canal

Notes

Notes




Cédigos Concatenados

Notes

‘J Channel
L

Inner Quter

RS(204,188), t = 8 (encurtado de RS(255,239) sobre GF(2%)) concatenado com CC(2,1,7), dfree = 10
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Notes




