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Processos Estocasticos em Engenharia — Contetido

Notes

@ Conceitos Basicos de Teoria das Probabilidades

@ Varidveis Aleatdrias Discretas

@ Varidveis Aleatdrias Continuas

@ Duas Variaveis Aleatdrias

@ Vetores de Varidveis Aleatdrias

@ Soma de Varidveis Aleatérias

@ Processos Estocasticos

@ Processamento de Sinais Aleatdrios

© Processos Markovianos
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Processos Estocasticos em Engenharia — Bibliografia

Notes
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Processes for Electrical Engineering’. Third Edition, Pearson
Prentice Hall, 2008.

@ Scott L. Miller, Donald G. Childers “Probability and Random
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@ Ross, S., “Probabilidade, um curso moderno’, 8 edicao,

Bookman, 2010.

e Papoulis, A., “Probability, Random Variables and Stochastic
Processes’. 4th Edition, McGraw Hill, 2002.
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Processos Estocasticos em Engenharia — Avaliacao
Notes

@ Listas de Exercicios 60% da nota final
@ Apresentacdo de Trabalho: 40% da nota final
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Modelos Matematicos para Andlise e Projeto de Sistemas
Notes

Formulate
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Tipos de Modelos Matemdticos
Notes

@ Deterministicos

o As condi¢Ges nas quais uma experiéncia é realizada
determinam o resultado exato do experimento;

o A solugdo de um conjunto de equacdes matemdticas especifica
o resultado exato do experimento;

e Ex: Modelos envolvendo teoria de circuitos elétricos.

o Probabilisticos
o Experimento aleatério: os resultados variam de forma

impredizivel quando o experimento é repetido sob as mesmas
condicdes.
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Regularidade Estatistica
Notes

@ Eventos aleatérios apresentam regularidade quando os

resultados s3o obtidos promediando longas sequéncias de

repeticoes de experimentos aleatérios

@ = Frequéncia relativa de ocorréncia de eventos

B 0 Outcome 09
* 1 0utcome

Relative frequency
Relative frequency

| I 1
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Processo Aleatério

Notes

Processo Aleatédrio (ou Estocastico): Fungdo aleatéria do

tempo para modelar formas de onda desconhecidas.

Sample
space
S

x (1)

0 | Outcome of the
7 v% first trial of
the experiment

xp(0)

Outcome of the
A4 W%N second trial of

the experiment

! Outcome of the
AT uth trial of
-T 0 7 +T  the experiment

—>

Exemplo

Notes
Registro, M(t), do nimero de chamadas em andamento contabilizadas

num comutador telefonico a cada segundo sobre um intervalo de 15
minutos:

40

m(ts) —

35

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
t (sec)

Meédia de ensemble: Nimero médio de chamadas em andamento em,

por exemplo, t = 403 segundos.
Média temporal: Nimero médio de chamadas em andamento durante
um determinado intervalo de 15 minutos.
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Introducao a Probabilidade

Notes
Interpretacdes de probabilidade:
e Como uma propriedade fisica (ex. massa, volume,
temperatura) que pode ser medida.
@ Interpretacao baseada no conhecimento previo sobre algum
fato.
Teoria de Probabilidade
Desenvolvida para descrever fenbmenos que nio podem ser
previstos com certeza.
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Revisao de Teoria de Conjuntos
Notes
Notacao:

@ Letras mailsculas para denotar conjuntos;

@ Letras mindsculas para identificar elementos de conjuntos. Ex:

x €A cé¢ A

Definicao do Conjunto:

@ Por meio da listagem de seus elementos. Ex:

A = {UFPR, DELT, Planeta Marte}

@ Por meio de regras. Ex:
B = {Estudantes da UFPR cujo peso seja superior a 70kg}

@ Por meio de regras matemdticas. Ex:

C = {2?|r=12,34,5} = C = {1,4,9,16,25}
D={2*z=123,...}
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Conjuntos — Notacdes e Definicoes

Notes

@ Subconjuntos — A C B

@ lgualdade — A = B seesomentese AC Be BCA

@ Conjunto Universal — S = {-}. Por defini¢cdo, todo conjunto

€ um subconjunto do conjunto universal: - VX : X C S
@ Conjunto Nulo — 0 —-VA: 0D C A
@ Diagramas de Venn
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Operacoes com Conjuntos

Notes

Unido: t € AUB seesomentesez € Aouz € B

Intersecdo: x € AN B seesomentesex € Aex €B

Complemento: = € A se e somente se x ¢ A

Diferen¢a: x € A — B se e somentese v € A e x ¢ B. Note

queA-—B=ANBeA=S-A

@ Conjuntos Mutuamente Exclusivos:
Aq,A, ... A, sdo mutuamente exclusivos se e somente se

AiﬁA]’:®, i1#£ 7

@ A colecdo de conjuntos: Ai,As,... A, é coletivamente
exaustiva se e somente se Ay UAU...UA, =8

o Lei de De Morgan: (AUB)=ANB
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Teoria de Conjuntos e Probabilidade

Experimento Aleatério

Notes

o Caracterizado através de Procedimento, Observacdes e
Modelo

O experimento pode ser repetido sob condi¢Ses idénticas

O resultado é sempre imprevisivel

Para um grande nimero de ensaios, os resultados exibem um

padrao médio, isto é, uma regularidade estatistica

Geralmente usamos a palavra experimento para referirmos ao
modelo de um experimento

Exemplo 1:

@ Procedimento: Jogar uma Moeda.

o Observacao: Observar a face voltada para cima.

@ Modelo: Resultados (caras e coroas) igualmente provaveis. O

resultado de cada jogada n3o guarda relacdo com os

resultados de jogadas anteriores.
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Teoria de Conjuntos e Probabilidade

o Exemplo 2: Jogar uma moeda trés vezes. Observar a

Notes

sequéncia de caras e coroas.

o Exemplo 3: Jogar uma moeda trés vezes. Observar o niimero
de caras.

= Mesmo procedimento porém, experimentos diferentes pois

requerem observacdes diferentes.

@ Resultado de um experimento: Qualquer observagdo possivel

do experimento.

o Espaco Amostral: Conjunto de todos os possiveis resultados.

o Evento: Um conjunto de resultados de um experimento.
o Particao: Os eventos A1, As, ... formam uma particdo do

espaco amostral S se:
e A=A UAU---=8

° AiﬁAj:(Z)sei;éj
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Axiomas de Probabilidade

Uma medida de probabilidade P[] é uma fungdo que associa um rotes
nimero n3o negativo a um evento A no espaco amostral S e
satisfaz os trés axiomas seguintes:
Q0L<PLI1
Q@ PlS|=1
@ Se A e B s3o eventos mutuamente exclusivos, entdo
P[AU B] = P[A] + P[B]
Propriedades:
Q@ P[A] =1-P[A]
@ Quando A e B n3o s3o mutuamente exclusivos, entio
P[AU B] = P[A] + P[B] — P|AB]
© Se A, As,..., A, sdo eventos mutuamente exclusivos que
incluem todas as possibilidades de resultados de um
experimento aleatério, entdo
PlA1] + PlA2] + -+ PlAy] =1
Evelio M. G. Fernandez Conceitos Basicos de Teoria das Probabilidades
Notes

Considere que o aproveitamento dos alunos seja expresso por meio

de um inteiro, N, com valores entre 0 e 100 correspondentes aos
resultados experimentais sg, ..., S199. Valores de N entre 90 e 100

correspondem ao conceito A, de 80 a 89 ao conceito B e de 70 a
79 ao conceito C'. Abaixo de 70 considera-se o aluno reprovado

(conceito D). Supondo que notas entre 51 e 100 sdo equiprovaveis

e que notas abaixo de 50 nunca acontecem, determine as seguintes
probabilidades:

P[S7g]

5100)

eeeeeece
hS!

Evelio M. G. Fernandez Conceitos Basicos de Teoria das Probabilidades




Exercicio 2

Notes

Considere um dado viciado de modo que a probabilidade de
aparecer um nimero par é o dobro da probabilidade de sair um

nimero impar. Qual a probabilidade de sair um nidmero par, um

nimero impar, um ndmero par ou impar e um um nimero par e
impar.
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Probabilidade Condicional

Notes

Probabilidade condicional:
o P[B|A] = P48

PIA]
e P[AB] = P|B|A]P[A] = P|A|B|P|B]

@Se A=A UAyU--- sendo A, N A; =0 para i # j, entdo
P[A|B] = P[A1|B] + P[A2|B] + - -

Lei da probabilidade Total:

e Se {B1,Bs,...,B,,} formam uma parti¢do de S entdo
m

PlA] =) P[A|B|P[B]]
=1

Teorema de Bayes:

P[A|B]P|B]

__ PIA|Bi]P[Bi]

o P[B|A] = ~ S PIA|BiP[Bj]
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Exemplo: Canal Binario Simétrico (BSC)

Notes
x=0 L ¥ =0
P
4
x=1 yp=1
1-p
Para descrever a natureza probabilistica deste canal precisamos de
dois conjuntos de probabilidades:
© Probabilidades a priori: Plzo] = po € Plz1] = p1;
@ Probabilidades de transi¢do: Plyo|z1] = Ply1|zo] = p.
Determinar as probabilidades a posteriori: Pxo|yo] e Plxi|y1] em
funcdo de p, pg e p1.
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Eventos Independentes
Notes

@ Dois eventos A e B s3o independentes se e somente se
P[AB] = P[A|P|B]

o = P[A|B] = P[4], P[B|A]=P[B]

o Trés eventos A1, Ay e Az sdo independentes se e somente se

@ A; e A; sdo independentes,
@ A, e Aj sdo independentes,

@ A; e As sdo independentes,
(@) 'P[Al NAsN Ag} = P[Al]P[AQ]P[Ag]

o Paran > 3, os eventos Ay, As, ..., A, sdo independentes se e
somente se

@ qualquer conjunto de n — 1 eventos pertencentes a

{41, As,..., A,} é independente,
@ P[AINAy---NA,] =P[A1]P[As] - - PlA,].
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Exercicio 3

Notes

Num experimento, os eventos A, B, C e D tem probabilidades:

P[A] =1/4, P[B] =1/8, P[C] =5/8 e P[D] = 3/8. Sabe-se
ainda que A e B sdo disjuntos, enquanto C' e D s3o independentes.

@ Determine P[AN B], P[AU B], P[An B],P[AU B].

S3o os eventos A e B independentes?

Q
@ Determine P[C' N D], P[C N D], P[CN D).
@ S3o os eventos C e D independentes?
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Andlise Combinatdria e Probabilidade

Exemplo: Urna contendo 3 bolas vermelhas e 2 bolas pretas.

Notes

Duas bolas sdo tiradas sequencialmente da urna. A primeira bola é
colocada de volta na urna antes de retirar a segunda bola. Qual a

probabilidade da primeira bola ser vermelha e a segunda ser preta?

Supor: bolas vermelhas — 1,2,3 e bolas pretas — 4,5

Espago amostral, S =7 S ={(i,j) : i =1,2,3,4,5; j = 1,2,3.4,5}

Evento de interesse, £ =7 E = {(i,j) : i = 1,2,3; j = 4,5}

j=1]j=2]j=3]j=41]i=5
P=1(1,1) | (L,2) | (L,3) | (L&) | ({1L,5)

i=31(3,1) | (3,2) | (3,3) | (3,47 | (3,5)*
i=4](4,1) | (4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5)

J
(
=2 (21 | (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5)"
(
(
(

i=51(5.1) | (52 | (53 | (54 |5
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Analise Combinatéria e Probabilidade

Notes

@ Principio Fundamental da Contagem: Se um experimento

E consiste de k subexperimentos E1, Es, ..., E; onde E;
pode ter n; resultados diferentes, entdo o nimero total de

alternativas é: [, n;.

Exemplo: Quantas diferentes placas de automével com 7

caracteres s3o possiveis se os trés primeiros campos forem
ocupados por letras e os 4 campos finais por niimeros?

@ Permutacao: Niumero de permutacdes considerando n

objetos diferentes: P, =n(n —1)(n—2)---1=nl!

Exemplo: Permutagoes dos objetos a, b e c?
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Andlise Combinatdria e Probabilidade

@ Arranjo: Nimero de arranjos de n objetos, tomados k a k (a

Notes

ordem de escolha E importante):

n!

() = nln =1 =2 (n—k+1) = o

Exemplo: Arranjos de trés objetos (a, b, c) em grupos de

dois elementos de cada vez?

e Combinacgdo: Combinacdes de n objetos, tomados k a k (a

ordem de escolha NAO E importante):

n\ () n! . L
(k:) =W R — (coeficiente binomial)

Exemplo: Nimero de combinagdes de trés objetos (a, b, c)

em grupos de dois elementos de cada vez?
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Exercicio 4
Notes

Tiram-se duas cartas de um baralho e observa-se a sequéncia de
duas cartas na ordem em que aparecem:

@ Nimero de elementos do espaco amostral?

@ Probabilidade do evento: as duas cartas serem iguais porém

de naipes diferentes?
@ Repetir (a) e (b) se a ordem n3o for importante.

Conceitos Basicos de Teoria das Probabilidades
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Coeficientes Multinomiais
Notes

. n
Se ny +ng + -+ +n, = n, define-se como
ny,na,y ..., Ny

< n ) n!
NN, + o vy Ny nilng! -+ - n,l

) n , R .
Assim, representa o nimero de divisOes possiveis
ny,n2, ..., Ny

de n objetos distintos em 7 grupos distintos de tamanhos
ni,ng, ..., Ny, respectivamente.

Conceitos Basicos de Teoria das Probabilidades

Evelio M. G. Fernandez




Lei de Probabilidade Multinomial

Notes

Suponha que um experimento multinomial consiste em n tentativas, e

que cada tentativa pode resultar em qualquer um dos r resultados
possiveis: Eq, FEs, ..., E,.. Suponha ainda que cada resultado possivel

ossa ocorrer com probabilidades p1, p2, ..., p,. Entdo, a probabilidade
b b b
P de o evento E; acontecer n; vezes, E5 acontecer ny vezes, ..., e E,

acontecer n, vezes é:

n n
P 1,72 (s
( )pl p2 ...p”j’
ny,ng,...,Ny

onden=mn; +ng+---+n,.

Exemplo: Selecionar aleatoriamente 12 letras do portugués com

reposicdo. Qual a probabilidade de formar a palavra ESTOCASTICOS?
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Exemplo: BSC com Codificacdo de Canal

Notes

x=0 Y% =0

, @ Supor probabilidades a priori:

] po =p1 =0,5;

’ o Considerar probabilidade de transi¢3o:
=1 n=1 P = 0,25.

@ Determine a probabilidade média de erro de bit, P..

@ Considere agora a utilizacao de um esquema de codificagdo de

canal que utiliza um cédigo de repeticdo C(1,n) com
n = 2m + 1, m inteiro. Obtenha uma expressdo para a

probabilidade média de erro de bit neste caso.

@ Determine o valor da probabilidade média de erro de bit se for
usado um cdédigo de repeticdo com n = 5.
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