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Duas Variaveis Aleatorias

Notes

@ Funcdo Distribuicdo Acumulada Conjunta:

Fxy(zy) =P[X <z,Y <y

@ Propriedades:

@ 0<Fxy(zy) <1,

Fx(z) = Fx,y(z,00),

Fy (y) = Fx,y(c0,y),

Fxy(—o0,y) = Fxy(z, — 00),

Sex <z ey<uyp, entdo Fxy(xy) < Fxy(x1,91)

©e 06 e e ©

vay(O0,00) =1.
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Funcdo Massa de Probabilidade Conjunta

Notes
o PX,Y(xay) = P[X = $7Y = y]
o > ) Pxy(zy) =1
reSx yeSy
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Exemplo 1
Notes

A PMF conjunta, Pg ¢(q,9), das varidveis aleatérias () e G é dada
pela seguinte tabela:

Poclag) |g=0 g=1 g=2 g=3
¢—=0 | 006 0,18 024 0,12

g=1 0,04 012 0,16 0,08

Determine:
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Funcao Massa de Probabilidade Marginal

Notes
Considerando as varidveis aleatérias X e Y com PMF conjunta,
Px y(x,y), temos que
Px(x) = Y Pxy(zy), Pr(y)= ) Pxy(zy).
yESy r€Sx
Exemplo 2:
Pxy(@y) [y=0 y=1 y=2
z=0 0,01 0 0
x=1 0,09 0,09 0
=2 0 0 0,81
Determine Px(x) e Py (y).
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Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta
Notes

z oy
o Fyy(xy) :/ / Ix,y (u,v)dvdu

o Pl <X <z+dr,y<Y <y+dyl = fxy(xy)dzdy

0?Fxy(z,
o fxy(g) = St

o0 o0
° / / Ixy(zy)dedy =1

o PlA] = / / Froy (o) dady
A
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Funcdo Densidade de Probabilidade Conjunta

Exemplo 3: As V.A.is X e Y tem PDF conjunta dada por:

Notes

[ 0<z<50<y<3,
fX,Y(x)y) - { 07 fora.

Determine:

@ O valor da constante c;

@ PA=P2<X<3,1<Y <3|

Exemplo 4: As V.A.'s X e Y tem PDF conjunta dada por:

1/15, 0<z<50<y<3,

fX,Y(x7y) = { 0’ fora.

Determine: P[A] = P[Y > X].
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Funcoes Densidade de Probabilidade Marginais

Notes

o fx(z) = / " ey (@y)dy

o frl)= [ " fxy(ay)de

Exemplo 5: As V.Ais X e Y tem PDF conjunta dada por:

5y/47 —1§$§1;1’2§y§1’

fX,Y(xvy) = { 0, fora.

Determine as PDF marginais fx(z) e fy(y).
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Funcdes de Duas Varidveis Aleatérias

Notes
Sejam X e Y duas varidves aleatdrias discretas. A varidvel
aleatéria W = ¢g(X,Y) tem PMF dada por,
Py(w)= > Pxy(zy).
(z.y):9(zy)=w
Exemplo 6: As V.Ais X e Y tem PMF conjunta dada por:
1
— %xyu T = 13254a Yy = 1737
Pxy(z.y) { 0, fora.
Considerando a funcdo W = X — Y, determine:
Q@ Pw(w)
@ E[W]
@ PIW > 0]
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Funcoes de Duas Varidveis Aleatérias
Notes

Sejam X e Y duas varidves aleatdrias continuas. A varidvel

aleatéria W = ¢g(X,Y) tem CDF dada por,

Fu(w) =PW <ul = [[ fey(ea)dady

g(z,y)<w

Exemplo 7: As V.Ais X e Y tem PDF conjunta dada por:

Ape=Qetmy) g >0,y >0,

fxy(zy) = {

0, fora.

Determine a PDF de W =Y/X

Evelio M. G. Fernandez EELT-7035 — Duas Varidveis Aleatérias




Valores Esperados

Notes
@ Para duas varidveis aleatérias X e Y, o valor esperado de
W=g(X)Y)é
o Discreta: E[W Z Z z,y)Px y(x,y),
z€Sx yeSy
o Continua: E[W / / ) fx,y(x,y)dzedy.
® E[gi(X.Y)+: - +gn(X,Y)] = E[g1 (X,Y)] 4 - -+ E[gn(X,Y)]
e F[X+Y|=E[X]|+E[Y]
o Var[X + Y] = Var[X]| + Var[Y]| + 2E[(X — pux)(Y — py)]
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Valores Esperados
Notes

e Covariancia: Cov[X,Y]| = E[(X — ux)(Y — uy)]

e Correlacdo: ryy = E[XY]

o CovlX\Y] =rxy — uxpy

o Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X,Y]

e Se X =Y, Cov[X,Y] = Var[X]| = Var[Y] e
Xy = E[X2] = E[Y2]

@ X e Y sdo ortogonais se rxy =0

e X e Y sdo descorrelacionadas se Cov[X,Y] =0

o Coeficiente de Correlacao:

Cov[X,Y]  Cov[X,Y]

= 1< <1
VarX[Var[Y]  ox0v =Py =

PXY =
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Coeficiente de Correlacao

Notes
Sejam X e Y duas varidveis aleatérias tal que Y = aX + b. Ent3o,

-1, a <0,
PXY = 0, a=0,

1, a > 0.

Exemplos de V.A.s e seus coeficientes de correlag3o:

@ X é a altura de um estudante e Y é o peso do mesmo estudante

:>O<px’y<1

@ X ¢ distdncia de um telefone celular até a estacdo ridio base e Y é
a poténcia do sinal recebido pelo telefone = —1 < pxy <0

@ X é a temperatura de um resistor medida em graus Celsius e Y é a
temperatura do mesmo resistor medida em graus Kelvin

= pxy =1

@ X é o ganho de um circuito elétrico medido em decibéis e Y é a
atenuacdo, medida em decibéis, do mesmo circuito = pxy = —1

@ X é o nimero de um telefone celular e Y é o RG do dono do celular
= px,y =0
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Exemplo 8

As variadveis aleatdrias L e T representam, respectivamente, o
nimero de paginas e o tempo de transmissao por pagina de

Notes

modelos de fax. A PMF conjunta destas V.A.s é dada pela

seguinte tabela:

Prr(lt) | t=40s t=060s

[ =1 pagina 0,15 0,1
[ =2 paginas | 0,30 0,2

[ = 3 paginas 0,15 0,1

Determine:

E[L] e Var[L]
E[T] e Var[T)

rim = E[LT]

Cov[L,T]

e ceoee

PLT
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Exemplo 9

Notes
As V.Ais X e Y tem PDF conjunta dada por:
fay, 0<z<1,0<y<2,
fX,Y(xay) - { O, fora.
Determine:
@ E[X] e Var[X]
@ E[Y]e VarlY]
Q@ rxy = FE[XY]
@ Cov[X)Y]
Q pxy
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Condicionamento por um Evento
Notes

Pxyp(zy) =P[X =Y = y|B]

PX,Y(l':y)7 (x’y) € B,
0, fora.

Pxy|p(z,y) = { PLBl

Ixy(z.y)
fxyip(zy) = { pmr 0 (@) € B,

0, fora.
E[W|B] = Z Z LY PXY|B( Y),
IESX yESy

EW|B] = / / z,y) fx,y|B(z,y)dzrdy.

Var[W|B] = E (W — pw)?|B] = E[W?|B] - (nw|5)*
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Exemplo 10

Notes
As V.Ais X e Y tem PDF conjunta dada por:
[ 1/15, 0<x<5,0<y <3,
fX,Y(x7y) - { 0’ fora.
@ Determine a PDF condicional de X e Y dado o evento
B={X+Y >4}
@ Determine o valor esperado condicional de W = XY dado o
evento B={X +Y >4}
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Condicionamento por uma Varidvel Aleatéria
Notes

° Pyy(zly) =P[X =2|Y =y

o Pxy(z,y) = Pxy(z|y)Py(y) = Py|x (y|z) Px(z)

o ElgXY)|Y =y|= > g(z.y)Pxy(zly)

TESX
BIX[Y =yl = > aPxy(aly)
TESx
° fxy(zly) = - Y((;)’y)
Ixy(®y)

° fY|X(y‘37) Tx (@)

<y<zx<
Exemplo 11: Dada fxy(z,y) = 2, O<y<az<l,

0, fora.
determinar fx|y(z|y) para 0 <y <1le fy|x(ylr) para0 <z < 1.
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Condicionamento por uma Varidvel Aleatéria

Notes

o0

Elg(X. Y)Y =y] =/ g(zy) fxy (x|y)dx

—0o0

o0

BXY =] = / ey (ly)dz

—00

Exemplo 12: Com relagdo a PDF condicional, fxy(z[y),
obtida no Exemplo 11, determinar E[X|Y].

E[E[X]Y]] = E[X]

o E[E[g(X)[Y]] = Elg(X)]
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Varidveis Aleatérias Independentes

Notes

As varidveis aleatérias X e Y s3o independentes se e somente se:

o Caso Discreto: Px )y (z,y) = Px(x)Py(y)

e Caso Continuo: fxy(z,y) = fx(x)fy(y)

Propriedades:

Q@ Elg(X)n(Y)] = Elg(X)|E[R(Y)]
@ rxy =E[XY]= E[X]E[Y]

@ CovX)Y]=pxy =0

@ Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
@ EX|Y =y|=E[X]Vy € Sy

@ E[Y|X =z]|=FE[Y]VzeSx
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Distribuicao Gaussiana Bivariada

Notes
a—pu1 \?_ 2p(z—p1)(y—p2) y—po\?
- +
oep [ o) 2o o)
fX7Y(37 y) =
’ 201094/ 1 — p?
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Distribuicao Gaussiana Bivariada

Notes
Se X e Y s3o as V.A.s Gaussianas bivariadas definidas
anteriormente,
e X é Gaussiana (u1,01) e Y é Gaussiana (u2,09)
= —(y—jiz(x))? /253 -
° fyix(ylz) = PR 2 2, onde, dado X =z,
fia(x) = pg + pZ(x — 1), 65 = 05(1 - p?)
o~ 2 /9~2
° fX|Y(x‘y) = 5—1\1/ﬂ€ (z—fi1(y)) /201' onde, dado Y =y,
fn(y) = m+pZ(y — p2), 61 =031 —p?
° pxy =p
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PDF Gaussiana Conjunta com ;3 = s = 0,01 =02 =1e p=10,9
Notes
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