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Função de Distribuição Acumulada, CDF

Função de Distribuição Acumulada: FX(x) = P [X ≤ x]

Para qualquer variável aleatória X,

(a) FX(−∞) = 0

(b) FX(∞) = 1

(c) P[x1 < X ≤ x2] = FX(x2)− FX(x1).

X é uma variável aleatória cont́ınua se a CDF FX(x) é uma
função cont́ınua.
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Função Densidade de Probabilidade, PDF

p1 = P[x1 < X ≤ x1 + ∆] = FX(x1 + ∆)− FX(x1)

p2 = P[x2 < X ≤ x2 + ∆] = FX(x2 + ∆)− FX(x2)

P[x1 < X ≤ x1 + ∆] =
FX(x1 + ∆)− FX(x1)

∆
∆⇒ a probabilidade de

X estar num intervalo perto de x1 é igual à inclinação média de FX(x)
vezes os tamanho do intervalo.

Função Densidade de Probabilidade:

fX(x) =
dFX(x)

dx
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Propriedades da Função Densidade de Probabilidade

Para uma variável aleatória X com PDF fX(x),

(a) fX(x) ≥ 0 para todo x,

(b) FX(x) =

∫ x

−∞
fX(u)du,

(c)

∫ ∞
−∞

fX(x)dx = 1

(d) P[x1 < X ≤ x2] =

∫ x2

x1

fX(x)dx
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PDF e CDF

P[x1 < X ≤ x2] = P[X ≤ x2]− P[X ≤ x1] = FX(x2)− FX(x1) =

∫ x2

x1

fX(x)dx

Lembrando que: P[x1 < X ≤ x1 + ∆] =
FX(x1 + ∆)− FX(x1)

∆
∆

⇒ P[x < X ≤ x+ dx] = fX(x)dx
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Exerćıcio 1

Considere a variável aleatória X com função densidade de
probabilidade dada por:

fX(x) =

{
cxe−x/2, x ≥ 0,

0, fora.

Determine:

a) O valor de c

b) FX(x)

c) P[0 ≤ X ≤ 4]

d) P[−2 ≤ X ≤ 2]
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Momentos

Valor Esperado: E[X] =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx

Valor Esperado de g(X): E[g(X)] =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx

Valor Médio Quadrático: E[X2] =

∫ ∞
−∞

x2fX(x)dx

Variância: Var[X] =

∫ ∞
−∞

(x− µx)2fX(x)dx
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Exerćıcio 2

Determine a média e a variância da variável aleatória cont́ınua X
com distribuição uniforme dada por:

fX(x) =


1

b− a
, a ≤ x ≤ b,

0, fora.
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Variável Aleatória Uniforme (a,b)

fX(x) =

{
1/(b− a), a ≤ x < b,

0, fora,
b > a.

FX(x) =

 0, x ≤ a,
(x− a)/(b− a), a ≤ x < b,

1, x > b.

E[X] = (b+ a)/2

Var[X] = (b− a)2/12

Seja X uma V.A. uniforme (a,b), onde a e b são inteiros.
Então, a V.A. K = dXe é discreta uniforme (a+ 1,b)
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Exerćıcio 3

A variável aleatória X tem PDF dada por:

fX(x) =

{
1/8, 1 ≤ x ≤ 9,

0, fora.

Seja Y = h(X) = 1√
X

.

Determine:

a) E[X] e Var[X];

b) h(E[X]) e E[h(X)];

c) E[Y ] e Var[Y ].
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Variável Aleatória Exponencial (λ)

fX(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0,

0, fora,
λ > 0.

FX(x) =

{
1− e−λx, x ≥ 0,

0, fora.

E[X] = 1/λ

Var[X] = 1/λ2

Seja X uma V.A. exponencial (λ). Então, a V.A. K = dXe é
geométrica (p) com p = 1− e−λ
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Exemplo

Operadora A cobra R$ 0,15/minuto nas chamadas telefônicas. A
fração de minuto ao finalizar a chamada é cobrada como sendo um
minuto;

Operadora B também cobra R$ 0,15/minuto. Porém, o valor da
chamada é baseado na duração exta da chamada;

Considere a V.A. T → duração de uma chamada minutos, como
sendo exponencial (λ = 1/3);

Valor esperado do faturamento por chamada das operadoras A e B?
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Variável Aleatória de Erlang (n, λ)

fX(x) =


λnxn−1e−λx

(n− 1)!
, x ≥ 0,

0, fora,
λ > 0 e n ≥ 1.

E[X] = n/λ

Var[X] = n/λ2

Seja Kα uma V.A. de Poisson (α). Então, para qualquer
x > 0 a CDF de uma V.A. X de Erlang (n, λ) satisfaz:

FX(x) = 1− FKλx(n− 1) = 1−
n−1∑
k=0

(λx)ke−λx

k!
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Variável Aleatória com Distribuição Gama (α, λ)

fX(x) =


λe−λx(λx)α−1

Γ(α)
, x ≥ 0,

0, x < 0,
λ > 0, α > 0.

λ: parâmetro de forma, α: parâmetro de escala.

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−yyα−1dy

E[X] = α/λ

Var[X] = α/λ2
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Variável Aleatória com Distribuição de Weibull (ν, α, β)

fX(x) =


0, x ≤ ν,
β

α

(
x− ν
α

)β−1
exp

{
−
(
x− ν
α

)β}
, x > ν.

Parâmetros: ν (−∞ < ν <∞), de locação, α > 0 de escala e
β > 0 de forma.

FX(x) =


0, x ≤ ν,

1− exp

{
−
(
x− ν
α

)β}
, x > ν.

E[X] = ν + αΓ

(
1 +

1

β

)

Var[X] = α2

{
Γ

(
1 +

2

β

)
−
[
Γ

(
1 +

1

β

)]2}
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Variável Aleatória Gaussiana (µ, σ)

fX(x) =
1√

2πσ2
e−(x−µ)

2/2σ2
, µ ∈ R, σ > 0

E[X] = µ Var[X] = σ2
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Variável Aleatória Gaussiana (µ, σ) – Propriedades

Se X é Gaussiana (µ, σ), então Y = aX + b é Gaussiana
(aµ+ b, aσ)

A V.A. normal padrão Z é a V.A. Gaussiana (0, 1)

A CDF da V.A. normal padrão é: Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−u

2/2du

A CDF de X, Gaussiana (µ, σ) é: FX(x) = Φ

(
x− µ
σ

)

P[a < X ≤ b] = Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)
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Simetria de N (0,1)

Φ(−z) = 1− Φ(z) = Q(z)

Q(z) = P [Z > z] =
1√
2π

∫ ∞
z

e−u
2/2du = 1− Φ(z)
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Exemplos V.A. Gaussianas

1 Suponha que a nota de um aluno num teste, x = 46, é uma
amostra de V.A. Gaussiana (61,10).

Expressar este resultado como uma amostra de V.A. padrão
normal, Z;
P[X ≤ 46]?

2 Seja X uma V.A. Gaussiana com µ = 61 e σ = 10.

Determine P[51 < X ≤ 71].

3 Num sistema de transmissão digital a probabilidade média de
erro de bit (BER) é Q(

√
γ/2), onde γ é a SNR. Qual o menor

valor de γ que garante BER < 10−6?
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Notes

Notes



Distribuição de uma Função de uma Variável Aleatória

Dado que Y = g(X)⇒ fY (y)?

1 Determinar a CDF FY (y) = P[Y ≤ y];

2 Calcular a PDF a partir da derivada fY (y) = dFY (y)/dy.

Exemplo 1: Seja X uma V.A. cont́ınua uniforme (0,1).
Determinar a PDF de Y = Xn.

Exemplo 2: Considere Y = X2, y ≥ 0. Determine fY (y) em
função de fX(x).

Exemplo 3: Conhecendo que Y = |X|, determine fY (y) em
função de fX(x).
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Distribuição de uma Função de uma Variável Aleatória

Seja X uma variável aleatória cont́ınua com função densidade de
probabilidade fX(x). Suponha que g(X) seja uma função de x
estritamente monotônica (crescente ou decrescente) e derivável
(portanto cont́ınua). Então a variável aleatória Y definida por
Y = g(X) tem uma função densidade de probabilidade dada por

fY (x) =

 fX [g−1(y)]

∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣ se y = g(x) para algum x

0 se y 6= g(x) para todo x,

onde se define g−1(y) de forma que essa função corresponda ao
valor de x para o qual g(x) = y.

Exemplo 4: Considere Y = Xn, y ≥ 0. Determine fY (y) em
função de fX(x).
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