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Ponteiro Aleatdrio num Disco de Circunferéncia = 1
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Funcado de Distribuicao Acumulada, CDF

Notes
e Funcao de Distribuicdo Acumulada: Fx(z) = P[X < z]
@ Para qualquer varidvel aleatéria X,
@) Fx(foo) =0
(©) P[.’El <X< :EQ] = Fx({L‘Q) — Fx(xl).
@ X é uma varidvel aleatdria continua se a CDF Fx(z) é uma
funcdo continua.
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Funcao Densidade de Probabilidade, PDF
Notes
Fy(x)

A

7, {\

w Tpl

] A

X, X,

@ :P[xl <X§$1+A]:Fx(1‘1+A)fo($1)

(-] pgzp[$2 <X§$2+A]:Fx(x2+A)fo($2)

0 Plas < X <a +A] = Ix@+48) = F(z1)

A = a probabilidade de

X estar num intervalo perto de x1 é igual a inclinagdo média de Fx(x)
vezes os tamanho do intervalo.

@ Funcao Densidade de Probabilidade:

_ dFx(x)
T dx

fx(z)
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Propriedades da Fun¢ao Densidade de Probabilidade

Notes
Jr(x)
< . . » X (volts)
-5 | 5

Para uma varidvel aleatéria X com PDF fx(x),

@ fx(x) >0 para todo z,

@ Fx(z / Ix(u
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Notes

Fy(x) - Fy(x)

v
I

A

7, X

Pler < X < 3] = P[X < @3] — PIX < 1] = Fx (22) — Fx (1) = /12 Fx (@)de

Fx(.’L‘l -i-A) —Fx(xl)

X A

Lembrando que: Plz; < X <z + A] =

= Plz < X <z +dz] = fx(z)dx
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Exercicio 1

Notes
Considere a varidvel aleatéria X com funcio densidade de
probabilidade dada por:
cre /2, x>0,
Fx(z) = { 0, fora.
Determine:
@ O valor dec
Q@ Fx(z)
@ P0<X <]
Q@ P[-2<X <2
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Momentos
Notes

o0

Valor Esperado: E[X] :/ xfx(z)dr

—0o0

Valor Esperado de g(X): E[g(X)] = /oo g9(z) fx(x)dz

—00

Valor Médio Quadratico: E[X?] = / 22 fx (z)dx

—0o0

o0

e Variancia: Var[X] :/ (2 — pa)? fx (x)dx

—0o0
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Exercicio 2

Notes
Determine a média e a variancia da varidvel aleatéria continua X
com distribuicao uniforme dada por:
1
—a <z <b,
—a
[x(x) =
0, fora
fx(x)
A
U(b-a) r---- —
. i _
a b X
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Variavel Aleatéria Uniforme (a,b)
Notes

1/(b—a), a<x<b,
¢ fxle) = { ! ()) fora b>a.
0, z <a,
o Fx(z) =< (z—a)/(b—a), a<z<b,
1, x> b.

o B[X] = (b+a)/2

o Var[X] = (b—a)?/12

Seja X uma V.A. uniforme (a,b), onde a e b s3o inteiros.

Entdo, a V.A. K = [X] é discreta uniforme (a + 1,b)
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Exercicio 3

Notes
A variavel aleatéria X tem PDF dada por:
| 18, 1<z <9,
Ix(@) = { 0, fora.
SejaY = h(X) = ﬁ
Determine:
@ E[X] e Var[X];
Q@ A(E[X]) e E[A(X)];
@ E[Y]e Var[Y].
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Varidvel Aleatéria Exponencial ())
Notes

—A\x >
Aem™, w20y,

° fx(z)= { 0,

fora,

Fx(x) =

1—e 2, z >0,
0, fora.

o E[X]=1/A

Var[X] = 1/)\2

Seja X uma V.A. exponencial (A). Entdo, a V.A. K = [X] é

geométrica (p) comp=1—¢e~?
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Notes

@ Operadora A cobra R$ 0,15/minuto nas chamadas telefénicas. A

fracdo de minuto ao finalizar a chamada é cobrada como sendo um
minuto;

@ Operadora B também cobra R$ 0,15/minuto. Porém, o valor da
chamada é baseado na duragdo exta da chamada;

@ Considere a V.A. T' — duracdo de uma chamada minutos, como

sendo exponencial (A =1/3);

@ Valor esperado do faturamento por chamada das operadoras A e B?
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Varidvel Aleatéria de Erlang (n, \)

Notes

)\nxn—le—)\x

x>0,

° fx(@)=1 (-1 "~ A>0en>1.

0, fora,

o E[X]=n/A

o Var[X] = n/\?

o Seja K, uma V.A. de Poisson («). Ent3o, para qualquer
x>0 a CDF de uma V.A. X de Erlang (n, \) satisfaz:

n

1 ()\w)ke—/\x

Fx(z)=1-Fk,, (n—1) :1—ZT
k=0 ’
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Varidvel Aleatéria com Distribuicdo Gama («, \)

z 20, A>0,a>0.

0, x <0,

e \: pardmetro de forma, a: pardmetro de escala.

o I'(a) :/ e Yy ldy
0

E[X]=a/A

o Var[X] = a/\?
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Varidvel Aleatéria com Distribuicdo de Weibull (v, o, 3)

=

z < v,
exp § — , T >U.
a o

e Pardmetros: v (—oo < v < o0), de locagdo, a > 0 de escala e
B > 0 de forma.

o fx(x)=

Q™

0, z < v,
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Notes

Notes




Varidvel Aleatéria Gaussiana (p, o)

Notes
o fx(x)= ! e~ (@=p)?/20° peR >0
V2mo? ’
e E[X]=pu Var[X]=o>
0.8 038
0.6 0.6
::3 0.4 E* 0.4
0.2 02
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Varidvel Aleatéria Gaussiana (u, o) — Propriedades
Notes

@ Se X ¢é Gaussiana (u,0), entdo Y = aX + b é Gaussiana

(ap + b, a0)

@ A V.A. normal padrdo Z é a V.A. Gaussiana (0, 1)

1 ? 2
A CDF da V.A. normal padrdo é: ®(z) = — e du
vV 2w /oo

A CDF de X, Gaussiana (i1, 0) é Fy(z) = ® (”3 - ”)

P[a<X§b]—q)<b;N>_q>(a;M>
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Simetria de /(0,1

Notes
0.5 0.5
0.4
~ 03 ~ 03
2 =
T B
=02 D(2) =021 @(-2) 1-0(2)
0.1 0.1
0 0
-4 -2 0 z 2 -4 2 -z 0 Z 2
X X
0 P(—2)=1—-P(2) =Q(2)
= P[Z _ ! 20, =1 - @
o Qz) = > z| = e u=1—>(z
21 J 2
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[z d@ [z ®@ [z @[z @) |z [z %@ |
000 05000 | 050 0915 [ 100 05413 0032 | 200 097725 | 250 099370 Notes
0.5040 0.6950 101 0.8438 0.9345 01 097778 | 2. 0.99396
0.5080 0.6985 102 08461 0.9357 02 097831 2. 0.99413
0.5120 0.7019 103 0.848 0.9370 03 097882 | 2. 0.99430
0.5160 0.7054 104 0.8508 0.9382 04 097932 | 2, 0.99446
0.5199 0.7088 0.9394 05 097982 | 2, 0.99461
0.7123 0.9406 06 0.98030 | 2. 0.99477
0.7157 07 098077 | 2. 0.99492
0.7224 1.09 08621 09 098169 | 259 0.99520
110 0.8643 10 2.60
111 0.8665 11 261 099547
1.13 0.8708 0.9484 3098341 263 099573

114 08729
LIS 08749

264 0.9
265 0.99508

5

0.5636 07454 | 116 08770 266 0.99609

0.5675 07486 | 117 0.8790 0. 17 267 0.99621
05714 07517 | 118 05810 09535 | 2,18 268 0.99632
0.5753 07549 | 119 0.8830 09545 | 219 0.98574 | 260 0.99643
0.5793 07580 | 120 0.8849 09554 | 220 0.98610 | 270 0.99653
0.5832 07611 | 121 08869 271 0.99664
05871 272 0.99674
0.5910 273 0.99683
0.5948 24 098745 [ 274 099693
0.5987

0.6026 26 098809 [ 276 099711
0.6064 27 098840 [ 277 099720
0.6103 28 098870 [ 278 099728
0.6141 29 098899 [ 279 099736
0.6179 30 099744
0.6217 1 099752
0.6255 2 0.98983 | 282 0.99760

0.6293
0.6331

099010 | 283 0.99767

4 0.99036 099774

225 008778 | 275 0.99702

0.6368 35 099061 [ 285 099781
0.6406 36 0.99086 | 286 0.99788
0.6443 0. 09147 37099111 | 287 099795
0.6480 09162 38099134 [ 288 099801
0.6517 09177 39 099158 | 289 0.99807
0.6554 09192 40 0.99180 | 2.0 099813
0.6591 0.9207 41099202 [ 291 099819
0.6628 42099224 [ 292 099825
0.6664 43099245 | 293 099831
0.6700 44099266 | 294 099836
0.6736 45 099286 [ 295 099841
0.6772 46 0.99305 | 296 099846
0,680 47099324 [ 297 099851
0.6844 0. 48 0.99343 [ 298 0.99856
&

0.6879 | 099 0.8389 | 149 0.9319 09767 | 249 0.99361 | 299 0.99561




[z e |z o0& [ o0& |z o0& |z 0@ |
00 135107 [ 340 337107 | 380 7.23.107% [ 420 1.33.007% [ 460 2111070
Ol 1311070 | 341 325007 | 381 6951075 [ 421 1281075 | 461 201107
1261073 | 342 303104 | 382 667105 | 422 122105 | 462 1.92:10-¢
1.22:1073 3020074 | 383 6411070 [ 423 117-107% [ 463 1.83.107¢
04 LIS1073 [ 344 291107 | 384 6151075 [ 424 1L12007F | 464 17400°°
05 114107 [ 345 280107 | 385 5911075 [ 425 10710~ | 465 16610
.06 L1107 | 346 270107 | 386 5.67-1075 | 426 1021075 | 4.66  1.58.107°
71071073 | 347 2601074 | 387 5441075 | 427 977.107° | 467 151.10°
104107 | 348 2511074 | 388 5221075 [ 428 034107 | 468 1.43.10°°
1001073 | 349 2421074 | 389 5011075 | 420 893.107° | 460 1.37.10°¢
100 9681074 | 350 233107 | 390 4811075 | 430 8541075 | 470 130.10°°
19351074 | 351 224007 | 391 4611075 [ 431 8.16:107° | 471 124.10°°
1200041074 | 352 216107 | 392 4431075 | 432 780-107° | 472 LI8.10°¢
13 8741074 | 353 208107 | 393 4251075 | 433 7461070 | 473 112107
354 200007 | 394 4071075 [ 434 7020070 | 474 107-10°°

845107
15 81610
16 7.89-10*

355 1931074 | 395 391.107% | 435 681-107° | 475 1.02:107°
3
762107 | 3.
3

6 18510~ | 396 3751075 | 436 650-10-° | 476 9.68-107
571781074 | 397 3591075 [ 437 621107 | 477 9211077
18 7361074 | 358 172007 | 398 3451075 | 438 5931076 | 478 8761077
19 70101107 | 359 165107 | 3.99 3301075 | 439 567-10°0 [ 479 8.34.10°7
687-107 [ 360 159107 | 400 317107 | 440 541107 | 480 7.93.1077
664107 | 361 153107 | 401 3.04.10°5 | 441 5107.10° [ 481 7.55.10°7
641107 | 362 1471074 | 402 2911075 | 442 494107 | 482 7181077
619107 | 363 142107 | 403 279-10°5 | 443 471107 [ 483 6831077
5981070 [ 364 136107 | 404 2671075 [ 444 4501075 | 484 649.10°7
5771074 | 365 1311074 | 405 256:1075 | 445 429107 | 485 6.17-1077

571074 [ 366 126107 | 406 2451075 [ 446 410107 [ 486 5871077

1075 | 447 391107 | 487 55810
509107 | 368 LI7-107* | 408 2.25.1075 [ 448 3.73.107° [ 488 530.10°7
5011074 [ 369 112107 [ 409 2161075 [ 449 3561075 | 489 504107
483007 [ 370 1081074 | 400 207:10°5 | 450 3401070 | 490 4791077
466107 | 371 104107% | 401 1981075 | 451 324.107% | 491 455.1077
450107 [ 372 9961075 | 402 1891075 | 452 309107 | 492 4331077
434107 [ 373 9571075 | 403 1811075 | 453 2951070 | 493 4111077
4191074 | 37492011075 | 414 1741075 | 454 28111076 | 494 3911077
404107 [ 375 8841075 | 415 1661075 | 455 2681070 | 495 3711077
3901074 | 376 8501075 | 416 1.59-1075 | 456 256107 | 496 3521077
3761074 | 377 816:1075 | 417 1521075 | 457 2441070 | 497 335.1077
3621070 | 378 7841075 | 418 1461075 [ 458 232107 | 498 3181077
349107 | 379 7531075 | 409 1391075 | 459 2221070 | 499 3.02:10°7

381074 | 367 1211074 | 407

Exemplos V.A. Gaussianas

@ Suponha que a nota de um aluno num teste, x = 46, é uma
amostra de V.A. Gaussiana (61,10).

o Expressar este resultado como uma amostra de V.A. padrao
normal, Z;
o P[X < 46]7

@ Seja X uma V.A. Gaussiana com p = 61 e o = 10.
o Determine P[51 < X < T71].

© Num sistema de transmissao digital a probabilidade média de
erro de bit (BER) é Q(1/7/2), onde v é a SNR. Qual o menor
valor de v que garante BER < 10797
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Distribuicao de uma Fun¢ao de uma Varidvel Aleatéria

Notes

Dado que Y = g(X) = fy(y)?

@ Determinar a CDF Fy(y) = P[Y <y;

@ Calcular a PDF a partir da derivada fy (y) = dFy (y)/dy.

Exemplo 1: Seja X uma V.A. continua uniforme (0,1).
Determinar a PDF de Y = X™.

Exemplo 2: Considere Y = X2, y > 0. Determine fy (y) em
funcdo de fx(z).

Exemplo 3: Conhecendo que Y = | X]|, determine fy (y) em

fung¢do de fx(x).
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Distribuicao de uma Funcao de uma Varidvel Aleatéria

Seja X uma varidvel aleatdria continua com func¢do densidade de

Notes

probabilidade fx(x). Suponha que ¢g(X) seja uma fungdo de x

estritamente monotonica (crescente ou decrescente) e derivavel
(portanto continua). Ent3o a varidvel aleatéria Y definida por

Y = g(X) tem uma fun¢o densidade de probabilidade dada por

d

fy(z) = fxlg™' ()] ‘dyg_l(y)' se y = g(x) para algum x
0 se y # g(z) para todo z,

onde se define g~ !(y) de forma que essa fungdo corresponda ao

valor de z para o qual g(x) = y.

o Exemplo 4: Considere Y = X™, y > 0. Determine fy(y) em

fungdo de fx(x).
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