METODOS DE
DERIVAGCAO
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Métodos de derivagéo
DERIVADA DE UMA FUNGAO CONSTANTE

Uma fungdo constante nao apresenta variagao, portanto sua derivada é
nula.

d
~Z(c)=0
()
4 Por exemplo:
= d d
2 —(5)=0 —I(7)=0
: dx ( ) dx (7[)




Métodos de derivagéo
DERIVADA DE UMA FUNGAO LINEAR

A inclinagdo de uma reta é constante. Logo, a derivada de uma fungao
linear é constante.

% (b+mx)=m
Deducéao:
f'(x)= km(} f(x+hh)—f(x) _ %lm(} [b+m(x+hh)]—(b+mx)

(N g mh B
S )=l = limm =m

Obs.: (2
° %(berx):O
x
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Métodos de derivagéo

DERIVADA DE UMA CONSTANTE VEZES UMA FUNGAO

Deducéao:

ler)]=tim

4 N ( h) (x)
% d Y flx+h)- flx
a[cf(x)]—}}n(}c ( h) N
d . flx+h)- flx
E[Cf(x)]z clim P
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Métodos de derivagéo

DERIVADAS DE SOMAS E DIFERENCAS

x [ f(x) | g(x) | f)+ | FP(x) | g’(x) | P(x)+
g(x) g'(x) p
ol12 |1 13 |1 02 |08
1113 |og [138 |2 [-02 |18 _[f(x)+ g(X)]=f'(x)+ g'(x)
2015 (o6 [156 |3 |01 |29 dx
3l18 |05 [185 |4 o2 |42
4|22 o7 2275 [o8 |58 d
sz [is fms o Jou foa | || f(x)-glx)]= /"(x)-¢'(x)
633 [19 |349 |7 03 |73 dx
7140 [22 [422]-
Deducao:
di[f(x)Jrg(x)]: lim [/ +h)+ g+ n)]-[/(x)+ g(x)]
x - h
BT S ENRTST R
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Métodos de derivagéo
DERIVADAS DE POTENCIAS INTEIRAS POSITIVAS

Deducéo:

im
dx h—0 h h—0 h
d () g Al + .+ 1)
—Ix")=1h =lim
dx h—>0 h h—>0 h
d .
—(x” =11m(nx”’1+ +h"’1)=nx”’1
dx h—0
Para n inteiro d ( n)_ n—l
positivo: E X )J=hnx
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Métodos de derivagéo
DERIVADAS DE POTENCIAS INTEIRAS POSITIVAS

Exemplos

20
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Métodos de derivagéo

DERIVADAS DE POTENCIAS INTEIRAS NEGATIVAS

Deducéo:

d (x,,,)zhm(ﬁh)‘”—x*" i B R ) x

dx h—0 h h—0 h

“(x)=lim— ! i
dx h=0 f (x”+nx”1h+...+h")x" h—>0h(x”+nx”1h+...+h")x”

n—1 n—1 n—1
d (x‘”)— T —nmx"" —...—h —nx neleon i

— im = =—nx =—nx
dx h=0 (x” +nx”’1h+...+h”)x” X"
Para n inteiro d (xn)_ nx”_l
negativo: o -
9 dx
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Métodos de derivagéo

DERIVADAS DE POTENCIAS INTEIRAS NEGATIVAS

Exemplo

<:| esta &, na verdade, a regra de
derivacao para qualquer n real.
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Métodos de derivagéo

DERIVADAS DE POLINOMIOS

Juntando as regras de derivagao de fungdes multiplicadas por
constantes, soma de funcdes e de derivagao de poténcias é possivel
derivar qualquer polindmio.

Exemplo:

d (2x —5x*+x+4 j(2x3)+i(—5x2)+i(x)+i(4)
X
3

dx dx dx dx
( —5x*+x+4 2%(x )—5%(x2)+%(x)+%(4)

(2x3—5x +x+4)=23x>-52x+1+0

)=
o )=
d
- )=
di(2x3—5x2+x+4) 6x” ~10x+1
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Métodos de derivagéo

NOTAGAO ALTERNATIVA PARA PEQUENAS VARIAGOES

Usando a notagao A para representar pequenas variagoes:

A = flx+h)-f(x)

Com essa notagao, a derivada pode ser escrita da seguinte forma:
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Métodos de derivagéo

A REGRA DO PRODUTO

%[f(x)g(x)] ~ lim Sx+h)g(x +hh)— f(x)g(x)

Uma forma de visualizar a expressao f(x+h)g(x +4)— f(x)g(x)

Af Area = Af.g(x) AfAg
I
f(x+h) 3
Area = f(x).g(x) Y

)

Area

&
|

99 T
g(x+h)
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Métodos de derivagéo
A REGRA DO PRODUTO

f(x + h)g(x + h)— f(x)g(x) = Af.g(x)+ f(x).Ag +Ag Af
Dividindo tudo por h:

x+h)glx+h)-flx)elx) A Ag  AgA
Slrhglerh)=flxee) A ), ()28, Mg

h h h h
Multiplicando a ultima parcela do lado direito da igualdade por h/h
e aplicando o limite quando h—0:

e+ h)glx+h)- flx)e(x) . [A_ Ag Ag A }
lim p =lim p g(x)+ f(x). R h

di [£(x)g(x)]= 1im£.g(x)+ lim 28 f(x)+ im 28 1im 2 tim
X

h—0 h h—0 h =0 h h>0 h  h—0
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Métodos de derivagéo

A REGRA DO PRODUTO

d AY . A . Ag . Af .
E[f(x)g(x)]z1h1§37f.g(x)ﬂhlg}_g.f(x)+1h133_g.1hm;7f.1m(}h

h h o h—>
Sabe-se que:
: Af_ ' . Ag_ 1 3 —
=) dmStee) e k=0
Portanto:

L[ (0)e(ol]= 1 (el 20}/ () £ 0210

d

)= 1 (xhele)+ /(e ()
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Métodos de derivagéo

A REGRA DO QUOCIENTE
Assumindo que Q(X) = % ,também  f(x)= Q(x)g(x) .

A regra do produto pode ser usada para se encontrar uma férmula
para Q’em termos de f'e g”;

£'(x)=0'(x)g(x)+0(x)e' (x)
fv<x>=Qv<x>g<x>+fgi§ ()

Resolvendo para Q’(x):

o) L] -] -

glx g(x) gx) ¢

~

TE203 — Fundamentos Matematicos para a Engenharia Elétrica |

Métodos de derivagéo

A REGRA DO QUOCIENTE

Fazendo Q'(x):di{f(x) ;
X
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Métodos de derivagéo

LINEARIZAGAO

fix)=x2
reta tangente a f(2)

fix)=x?
reta tangente a f(2) 4.2

Préximo ao ponto
de tangéncia, a reta

[:> tangente é uma boa
aproximacao da
funcgéo.

A reta tangente a f(a) passa pelo ponto (a, f(a)) e sua inclinagéo é f(a).

L(x)=f(a)+ f'(a)(x~a)

Se fé derivavel em x = a, L(x) é a linearizagdo de fem a.
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Métodos de derivagéo

ERRO DE LINEARIZAGAO

L(x) =» linearizag&o de f(x) no ponto a;

Af = variagdo em fa medida que x varia de x = a até x = (a + h);
Af = fla+h)-fa)

AL = variacdo em L a medida que x varia de x = a até x = (a + h).
AL=L(a+h)-L(a)

AL= f(a)+ f'(aN(a+h)-a)-f(a)-1"(a)fa~a)
AL = f"(a)h
Como geralmente havera uma diferenga entre os valores de f(x) e

L(x) para x # a, Af# AL. Ou seja, havera um erro de aproximagao.
Esse erro pode ser calculado como:

erro=Af —AL
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Métodos de derivagéo

ERRO DE LINEARIZAGAO
erro=Af —AL
erro= fla+h)-f(a)- f'(a)h

erro = [f(a+h)—f(a)]%—f'(a).h

erro = [M - f'(a)}h

h
— J
erro=¢&.h
Onde:
o f(a+hh)_f(a)—f'(a)
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Conforme h—0, no limite:

lim[f(a + hh)— fla) f'(a)}

h—0

h—0 h

Portanto, conforme h—0, e—-0.
Ou seja, quanto mais x—a, menor
€ o erro de aproximagao. E no
limite o erro é nulo.

Métodos de derivagéo

ERRO DE LINEARIZAGAO

Voltando ao erro entre Afe AL:

erro=Af —AL

Af =AL+erro

Portanto, se f é dertivavel em x = a. e se x variade x =a para x = (a + h),
uma variagdo de f(x) proxima de x = a pode ser escrita como sendo

Af = f'(a)h+eh

na qual e—0 a medida que h—0.
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Métodos de derivagéo
A REGRA DA CADEIA

Supondo y = f(g(x)),se z=g(x) entio y=f(z).

Parece intuitivo que: Ay Ay Az
Ar Az Ax
Assumindo isso, entdo quando Ax—0:
dy _dy dz
dx  dz dx
d
d_i = f'(z).g'(x) = f'(g(x)).g'(x)
d
—-Lrlel)]=r(gl)e'(x)
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Métodos de derivagéo

A REGRA DA CADEIA

Prova formal da regra da cadeia:

Supondo novamente que y = f(g(x)), z= g(x) e y= f(z).
De acordo com a férmula para o erro de linearizagao:

AZ = g'(x)'hx +€1, x [g'(‘x)-i-gl]hx
onde £,—»0e Az—0 se h,—0,

Ay = f'(Z)'hz +€2' z = [f'(Z)+€2 ]hz
e também ¢,—0 se h,—0.

Como h, representa uma pequena variagdo em z, h, é equivalente a Az.
Combinando as equagdes de Ay e Az:

Ay = [f'(z)+82]Az
Ay=[1"(2)+ & lg'(x)+ & ]n,
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Métodos de derivagéo
A REGRA DA CADEIA
Ay=[1"()+ellg'x)+ e ],

B g e b (v

Uma vez que ¢,—0 e £,—0 conforme h,—0, trés dos quatro termos
a direita desaparecem no limite, restando:

lim 2= 1'(2)g' ()= /(g (+)

X

ou L f(ebe )

E por fim: %[f(g(x))]:f'(g(x)).g'(X)
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE x/n

fl)=x" => [ =x

d . d
a[f(x)] Za(x)

Em [f(x)]", f(x) pode ser considerada a fungéo de dentro. Entdo, usando
a regra da cadeia para encontrar a derivada, obtem-se:

nf (x) " f(x)=1

12



Métodos de derivagéo

FUNGOES EXPONENCIAIS E A DEFINIGAO DE e

Que formato deve ter a derivada de uma fungao exponencial?

1000

f(x)=2%
800

600

200
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%(ax)_ %IILI(} ar+hh_ax _ %IILI(} arahh_ax
4 )mtim @10 1) e 1)
ax T g R

h ~
. (a —1) nao depende de x,
%}E% h [> apenas de a.

Portanto, a derivada de uma
fungéo exponencial é proporcional
a proépria funcéo.

Métodos de derivagéo

FUNGOES EXPONENCIAIS E A DEFINIGAO DE e

Exemplos:

h
< (24)= 2" lim| 2 —j E 2 (27)=(0.6931)2°
dx o\ calculadora: dx

h
S0l (B Lo
dx ol h calculadora: dx

h
v ) (S =0
dx =0l calculadora: dx
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Métodos de derivagéo

FUNGOES EXPONENCIAIS E A DEFINIGAO DE e

Existe algum valor de a que faca —(a’“): a* ?
dx
Calculando para h muito pequeno:

Para que isso aconteca:
h 1/h
. -1 ={0+h)" =2,71828=
lim| & =1 4 ( ) €
o\ h De fato, pode ser provado que:
Ou para h muito pequeno: o= lirn(l+ h)l/h —2.71828
i h50 ’
a’ —1
h equer  iml < |1
a"—1=h o0k
a"=1+h De modo que: | d ( x) N
—l\e )=e
az(1+hn)" dx
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE In(x)

Como ") = x , entdo: i[eln(x) =i(x)
dx dx

Considerando /n(x) como a fung¢ao de dentro, e visto que a derivada de
eX é o proprio e%, pela regra da cadeia resulta que:

eln(‘)%[ln(x)]zl
L fin(o))= ey =+
“Lin(x)]-
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE a*

Partindo da identidade: ln(ax)z xln(a)

Derivando em ambos os lados, considerando a* como a fungao de
dentro e usando o fato de que [In(x)]’=1/x, pelas regras da cadeia e do

produto resulta que: J 4
o [ln(ax )] = [xIn(a)]

1 d (ax)z ln(a)% (x)+ x% [In(a)]

a* dx
(o)~ n(a)
% (ax ): In(a)a*
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE sen(x)

Como deve ser o grafico da derivada da fungao seno?
1

T
|
|
|
|

sen(x)
o
|
|
|
i
|
|
T
|
l
)
|
|

p

5
=3
N
,
w
T
\
o
kel
=
N
!
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.
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W
A
N
[
T
N
X ol - -
T
N
(o7
W
T
N
N
DE--
(%)
el
=
N
w
S
~
T
N
S

[sen(x)I
o
T
|
|

|
|
|
1
-7pil2 -3pi -5pi/2 -2pi -3pi/2 -pi -pi/2

O grafico parece indicar que di[sen(x)]: cos(x) -
x
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE sen(x)
Deducgéo

d [sen(x)] = lim sen(x+h)—sen(x)
dx h—0 h
Considerando a identidade da soma dos angulos,

sen(x + h) = sen(x)cos(h)+ cos(x)sen(h)
por substituicdo se obtem:
[sen(x)cos(h)+ cos(x)sen(h)]— sen(x)

4 [sen()|=tim

dx h

d iy sen(x)[cos(h)— 1]+ cos(x)sen(h)

4 fen(e)=1im h

L et sente U i cosp 20
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE sen(x)

2 [sen(x)] = sen(x). nm{%} +cosl). lim[%(h)}

I h—0 h—0 h

Analisando numericamente os dois limites da expressao acima:

h [cos(h) -1]/h h [sen(h)]/h
0,01 0,00500 0,1 0,99833
0,001 0,00050 0,01 0,99998
0,0001 0,00005 0,001 1,00000
0,00001 0,00001 0,0001 1,00000
0,000001 | 0,00000 0,00001 1,00000
lim{ cos(h)— 1} _0 lim[ sen(h)} 1
h—0 h h—0 h
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE sen(x)

A feen(e)= sents). 13{%} +eos(x). nm[se”(h)}

X h—0 h

Substituindo pelos valores dos limites:

% [sen(x)] = sen(x).O + cos(x).l

d
o [sen(x)] = cos(x)

X
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Métodos de derivagéo
A DERIVADA DE cos(x)

. = . T
Partindo da expresséo: cos(x) - sen(x+3j

Aplicando a derivada dos dois lados e considerando x + 17/2 como a
fungdo de dentro, pela regra da cadeia resulta que:

4 eos(v)]- di{(x +§ﬂ ~oof 5+ 2,

Como cos(x + 11/2) = —sen(x):

4 Loos(x)]=—sen(x) |\

i 7T
y=cos(x)
y=-sen(x)

dx

|

|

|

|
-1 1
-2pi  -3pil2 -pi -pil2
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Métodos de derivagéo

A DERIVADA DE tg(x)

Lembrando que tg(x) = Zzz(x)

% [tg(x)]z d {sen(x)}: [sen(x)]} cos(x)—sen(x)[cos(x)]

dx | cos(x) cos”(x)

dx & cosz(x) cosz(x)

i[t (x)] = cos?(x)+sen’(x)

Zg
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(x) e aplicando a regra do quociente:

Métodos de derivagéo

AS DERIVADAS DE FUNGOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

—[arcsen(x)]= 1
X 1-x°
Como arccos(x)= 7/2 —arcsen(x) :
—[arccos(x)]= - 1
X 1-x?
d 1
a [arctg(x)] = _
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Métodos de derivagéo

DERIVADA DE FUNGOES IMPLICITAS

2 _
Xty =4 Aplica-se a derivada dos dois lados da
/—/% equagaio:
— _ 2 — —_ 2
y=+4-x y=—4-x d(x2)+i(y2)=i(4)
dx dx

\ ) dx

d
2x+2y$(y)20

| T T

| | |

! ! !

-2 0 2
X
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