EELT7027 — Métodos de Otimizagdo para Engenharia Elétrica

Dualidade

A cada Problema (Primal) ha um correspondente Problema Dual (o par Primal-Dual).

Problema Primal (PP) <> Problema Dual (PD)

Correlacdo PP <> PD
Problema de | Problema de
Minimizagao | Maximizagao
>0 <0
Variavel <0 >0 Restricao
irrestrita =0
>0 >0
Restricao <0 <0 Variavel
=() irrestrita




Dualidade

Considerando o POL “dos armarios’:

Maximizar: Z =300.x; + 500.x,

Sujeito a:

2.X1
X2
3x; + 2x,

Xy 0
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Minimizar: W = 8.y; + 6.y, + 18.y;3

Sujeito a:
< 8 2.y4 +3.y; — 300
< 6 y, +2.y;3 = 500
<18 y; =0
Yy = 0
y3 =0
Min Max
>0 <0
Variavel <0 >0 Restrigéo
irrestrita =0
>0 >0
Restricado <0 <0 Variavel
=0 irrestrita
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Dualidade

Considerando o POL “dos armarios’:

Maximizar: Z = 300.x; + 500.x, (lucro)

Sujeito a:

g
6 | (tempo

2 ‘Xl <
< .
" de produgdo)

X

3x;+2x, <18
X1 >0
Xy >0

Problema Primal

Minimizar: W = 8.y; + 6.y, + 18.y; (tempo

de produgdo)
Sujeito a:
2.y¢ +3.y; = 300 ; uero)
y> T2.y3= 500
\ 4 B 0
Yy = 0
y; = 0

Problema Dual
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Dualidade

Considerando o POL “dos armarios” matricialmente:

Max Z=[300 500] x, Min W=1[y; ¥ y3] g
Xz 6
18
S. a: X1
20 {XZJ = 8 S.a: [yr y2 ¥il -
0 1 6 o | 1300 500]
3 2 18
3 2
X1
w 20 Y1 ¥2 ¥3]1 20
2
Ou seja
Max Z=c¢cx Min W=yb
s.aa. Ax<b S s.a. YA>¢
x>0 y=0

Obs.: os vetores b e ¢ trocam de posi¢cdo
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Dualidade

Outro exemplo (para avaliacao grafica):

Maximizar: Z =4.x; +3.x,

Sujeito a: o .
2%+ X, <16 Solugdo via Tableau simplex:
Xl + 3X2 S 18 Xy XZ ‘ S1 52

X, X, =0 -4 -3 0 0 -Z

(2) 1 1 0 16

1 3 | 0 1 18
0 -1 2 0 -Z+32

1 12 112 8

0 0 95 25 | -Z+36
0 35 -5 6
0 1 s 25 4




EELT7027 — Métodos de Otimizagdo para Engenharia Elétrica

Dualidade

Outro exemplo (para avaliacdo grafica) (cont.):

O correspondente Problema Dual:

Minimizar: W =16y, + 18y, _ .
Solucdo via Tableau simplex do P. P.

Sujeito a:
2y1+ vy, =24 X1 X S yl sz
y; +3y, >3 -4 3 0 0 | Z
Y1,y >0 2 R 0 16 Wi=0
v 3 01 8
4 o M1 2 0] W2 =32
1 112 12 0 8
0o (52 | A2, 10
Y=y
~ § 0 0 |95  2/5| | -z+36
¥ 1 0 35  -1/5 6 W3 =W*=36
> 3y 0 s s 4

Solucoes Complementares: A cada iteracdo, o Simplex simultaneamente i1dentifica uma
solucdo basica x para o Problema Primal e uma solugdao complementar y para o Problema
Dual,ondecx=yb.
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Dualidade

No exemplo:

(P P)

Solucoes Complementares: A cada iteracdo, o Simplex simultaneamente i1dentifica uma
solucdo basica x para o Problema Primal € uma solu¢gdo complementar y para o Problema
Dual,onde ¢ x=yb.

Obs.: Se X ndo é o otimo do problema primal, entdo y ndo é factivel para o problema dual.
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Dualidade - Propriedades

1) O Dual do Dual ¢ o Primal

Max ¢ x Min y b
(PP)  ca Ax<b —  sa yA>c @D
x>0 y=>0
]
Max -y b Min -¢ x
sa. -yA<-¢ - sa. -Ax>-b (PDD)
y=0 x>0
[
Max ¢ x
saa. Ax<b
x>0
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Dualidade - Propriedades

2) Propriedade “Fraca™:

Se x € uma solucao factivel do PP e y uma solucao factivel do PD, entao:

z(x) < w(y)

Prova:
Para factibilidade, tem-se:

x>0 - y=20
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Dualidade - Propriedades

3) Propriedade “Forte™:
No otimo, se houver, o valor da F. Obj. do PD ¢ igual ao valor da F. Obj. do PP:

z(x*) = w(y*)

Obs.: Se um POL tem solugdo ilimitada, seu problema Dual associado serd infactivel.

Ex.: Min -3.x; +2.x, Max -4.y, - 3.x,
S. a: S. a:
-yt y, <3
2X1 - yp. <2
Yi-Y22 0
Y2

Y1




EELT7027 — Métodos de Otimizagdo para Engenharia Elétrica

Dualidade - Propriedades

Teorema Fundamental da Dualidade:

Em relagdo ao par de problemas duais, exatamente uma e somente uma das
afirmacoes a seguir ¢ verdadeira:

(1) ambos os problemas tem solugdo 6tima finita;

(i1) um deles tem solucdo 6tima ilimitada e o outro € infactivel;

(i11) ambos sdo infactiveis.

Exemplo da situagao (ii1):

Min -Xl -X2 Max YI+YZ
S. a: S. a.
X -Xy >1 yi-y2 =-1
Xy t+Xy >1 Y1 Ty, =-1
Xl,Xzzo YI9YZZO
X2 YZ
X]

Y1
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Dualidade

Algoritmo do Método Dual-Simplex Resumido

0) Colocar o POL na Forma Preparada (p/ uma base inicial otimista)
1) Verificar se a Solucdo Basica atual € Factivel, sendo Continuar;

2) Determinar a Variavel Basica a sair da Base (linha associada ao coeficiente
negativo do vetor do lado direito — linha i);

3) Determinar a Variavel Nao-Basica a entrar da Base (coluna k):
A partir da linha i:
Se: todos os coeficientes forem > 0 = solu¢ao 1limitada;
Sendo: determinar a coluna k, onde ocorre o menor valor da razdo (-c,/a;,)

4) Determinar a nova Solu¢do Otimista, por pivotemento em torno de ag,
¢ voltar ao passo (1).
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Dualidade

SIMPLEX | DUAL-SIMPLEX
SOIWONQS’bd.SiCGS | Solugoes basicas
Factiveis | Infactiveis

Sub-otimas Z(z*)»;;’\’(y*) Otimistas
Z(X) | W(y)
I
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