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1. Origem dos erros

Premissa

o Impossibilidade de obtencdo de solucoes
analiticas para vdrios problemas de
Engenharia.

o Consequéncia:

oEmprego de métodos numéricos na
resolucdo de inUmeros problemas do mundo
real.




Erro Inerente

o Erro sempre presente nas solucdoes numericas,
devido a incerteza sobre o valor real.

o Ex. 01: Representacdo intervalar de dados
(50,3+0,2) cm
(1,57 £0,003) mi
(110,276 * 1,04) Kg

Cada medida € um intervalo e nao
um numero.




Método Numeérico
o Método adotado na resolucdo de um

problema fisico, mediante a execucdo de uma
sequéncia finita de operacoes aritméeticas.

o Consequéncia:

o Obtencdo de um resultado aproximado, cuja
diferenca do resultado esperado (exato) denomina-se
erro.




Natureza dos Erros

o Geralmente os erros provem de trés
fontes:

oPrecisdo dos dados;
oModelagem matematica do problema;

o Erros de processamento numérico (na fase
de resolucdo).




Precisao dos dados

o Relativos a imprecisdo no processo de
aquisicao/entrada, externos ao l
Processo NUMErIco.

o Proveniéncia — Processo de

aquisicao/entrada (medidas

experimentais)

oSujeitos as limitacdo/afericdo dos
INnstrumentos usados No processo de
mMmensuracao

o Erros inerentes sdo inevitaveis!




Modelagem matematica do problema;

o Relativos a impossibilidade de
representacdo exata dos fendmenos l
reais a parfir de modelos matematicos

oNecessidade de adotar condicoes que
simplifiquem o problema, a fim de tornd-lo
numericamente soluvel




Modelagem matemadatica do problema

o Proveniéncia — Processo de
modelagem do problema
oModelos matematicos raramente

oferecem representacoes exatas dos
fendmenos reais

oEquacoes e relacoes, assim como dados
e parametros associados, costumam ser
simplificados

oFactibilidade e viabilidade das solucdes




Erros de processamento numeérico

o Erros nos dados (experimentos): erros inerentes
aos proprios instrumentos de medidas.
Depende do tipo de aparelho utilizado.

o Ex: Estufa de secagem de 40L com respeito ao
controlador:

o controlador on/off (variacdo de 15°C) -
o controlador PID (variacdo de 1°C)

o Erros Inerentes: fora de confrole (tedrico),
implementacdo numeérica com dados errados
do modelo matematico, cuidado ao usar
hipoteses simplificativas;

o Erros por fruncamento
o Erros por arredondamento




Erros computacionais (EC)

o Computadores nunca foram perfeitos e
totalmente inteligentes. Nem mesmo quando
se frata do desenvolvimento de suas
aplicacoes.

o Muitas vezes, erros gerados por um
programador em uma mera linha de codigo
podem gerar grande caos aos sistemas
computacionais.

o Os erros mais comuns sao encontradas entre o
teclado e a cadeira e até mesmo o0s pequenos
erros podem custar bilhdes de ddlares para
empresas ou nacoes.




Erros computacionais (EC)

o Em 1989, um EC resultou no envio de mais de 40.000 cartas aos cidadaos de Paris acusando-os de
crimes como homicidio, extorsdo, prostituicdo e crime organizado.

o O aeroporto de Denver com “sistema de bagagens automatizada” tinha 41,83 Km de pista subterranea,
tal sistema tinha varios erros computacionais em meados da década de 90, adiando a abertura do
aeroporto a um custo de US$ 234 milhGes

o Em 1994, uma linha de cddigo fez um Banco, em NY, deduzir o dobro do montante que os clientes
retiraram das maquinas ATM. Em torno de US$ 5 milhdes foram retirados por engano nas contas dos
clientes do banco.

o Em 1992 a Pepsi nas Filipinas ofereceu um prémio de um milhdo de pesos (cerca de R$ 85.000) para a I

sorte dos clientes que encontrassem o niimero 349 impresso na tampinha da garrafa. Devido a um “erro
de software”, 800000 tampinhas foram impressas com o numero do vencedor em vez de apenas uma.

o A Scientific America em 1998 relatou um caso em que um membro da tripulagdo do cruiser USS
Yorktown que faz o controle de misseis guiados cometeu o trivial erro da “divisdo por zero” gerando
um brutal erro no software. Os erros em cascata aconteceram em todo cruiser, causando o desligamento
do sistema de propulsédo e de saida do Yorktown por varias horas.

o Em 1999, a Mars Climate Orbiter nao foi para o espaco por uma falha computacional gerando um
custo de 125 milhdes délares porque ndo havia um padrdo para medicdo de dispositivos. Quando um
maodulo, no dispositivo, passava informagdes para o outro, o sistema ndo foi capaz de processa-las.

o O Northeast Blackout no USA em 2003 resultou na perda de eletricidade a mais de 50 milh&es de lares.
As perdas foram estimadas em 6 bilhdes de ddlares.

o Em 2006, um erro no sistema da Verizon levou a sobrecarga de cerca de 11.000 clientes na regido mid-
Atlantic. O erro de programacao gerou um custo de cerca de US$ 200 milhdes de dolares.




Erros por Truncamento

o Erros de truncamento advem de métodos
numericos originados a partir de
consideragoes de um numero finito de

termos de uma série ou nUMeros irracionais.

o Cometido na inferrupcao de processos
INfiNitos.

oEsta associado ao meétodo de aproximagdo
empregado, como vimos gquando fazemos
aproximacoes usando polindmios de Taylor,
como €, sen(x), cos(x), In(x), log(x) ..

oDiscretizagoes — processo de refmomen’ro
deveria ser infinifo mas s6 usamos pontos
nodais.

/




Erros por Truncamento
o Determinacdo do valor de e.

Q0
o Lembrar que e = E i Logo:
n!
n=o0

0. 0)

e= Z i' =2,71828182845905
n.

n=o0
o Um truncamento no sexto termo gera:

5
e = z i' = 2,71666666666667
n.

n=o0




Erros por Arredodamento

o Os erros de arredondamento sGo
consequéncias de se trabalhar com uma
aritmética de precisdo finita (magquina).

o Eles ocorrem quando nUmeros com uma |
quantidade limitada de algarismos
significativos sao usados para representar
numeros exatos.

o 1/3 —armazenamento de racionais ilimitados
o sqrt(2) , pi — armazenamento de irracionais

o Mudanca de base (0,1),, - (¢¢2), mudanca de base
gerando racional ilimitado

o Regides de overflow e underflow — abrangéncia
imitada da notacdo em ponto flutuante




Consequéncias dos erros de
arredondamento

o Perda de significacdo — ocorre na subtracdo
ou divisdo. Na subtracdo de numeros proximos |
e na divisdo onde o divisor (denominador) &
peqgqueno em relacdo ao dividendo
(humerador);

o Obtenha S = 1590/(9-x2) para x = 2,999 ou x = 2,9990005

o Instabilidade numérica — deve-se ao uso
recursivo (iterativo) de valores com erros,
podendo deturpar o resultado final;




Consequeéncias dos erros de
arredondamento

o Falha no lancamento de misseis

0 25/02/1991 — Guerra no golfo — missil Patriof,
erro de 0,34 s no cdlculo do tempo de
lancamento.

o Computador (24 bits)




Consequéncias dos erros de
arredondamento

o Falha no lancamento de foguetes

0 04/06/1996 — Guiana Francesa — foguete
Ariane 5

o Erro de frajetdria 36,7 s apods o lancamento
o Prejuizo: U$7.5 bilhdes

o Limitacdo na representacdo numeérica
o erro numeérico (overflow)
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Exatidao (Acuracia)

o Acurdcia refere-se ao qudo proximo um
numero simulado pelo computador estd do
valor exato. A exatiddo de uma quantidade
pode ser medida afravés do erro absoluto ou
relativo.

Casol = x=1234  £=1233 [x-3=10"

Caso2 = x=0002 #=0001 |x—#=10"

O erro absoluto neste caso nao € uma boa medida para
quantificar a exatiddao do numero, use o erro relativo.




Precisao

o Precisdo € governada pelo numero de digitos
empregados na representacdo (precisdo dupla no
lugar de simples). A precisdo estd relacionada G
maquina utilizada para realizar os calculos:

o O numero nt = 3,141592654 representado por:
nl = 3,1416304958
n2 = 3,1415809485

o O numero n2 possui maior acurdcia (erro absoluto
menor) que nl quando comparados a n, embora
ambos possuam a mesma precisqo.




Acurdcia x Precisdo

o Os erros em quaisquer metodos sao caracterizados
pela acuracidade (acurdacia) e precisqo.

o A acurdcia representa o quanto estamos proximos
do valor real (o valor procurado, o alvo).

o A precisdo estd relacionada com o conceito de
repetibilidade do resultado (numero de digitos de
uma grandeza).

o Ex: Pratica do tiro ao alvo.

o A Fig.a apresenta baixa acurdcia e precisdo.

o A Fig.b apresenta uma alta precisdo (repetibilidade),
porém uma baixa acurdcia.

o A Fig.c tem boa acurdcia porém uma baixa precisdo
(nGo ha repetibilidade na posicdo dos tiros).
o A Fig.d apresenta uma excelente acurdcia e precisdo.
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2. Erro Absoluto e Relativo

o Define-se como erro absoluto a diferenca entre
o valor exato de um numero e seu valor
aproximado dado por

€y =X —X

o Erro relativo é definido como o erro absoluto
dividido pelo valor aproximado, amplamente
utilizado.




o Medidas do comprimento de uma ponte e de
um prego:
o Ponte: p = 10000 cm; p* = 9999 cm
o Ea=1cm; Er =0,000=0,01%
oPrego.:p=10cm; p*=9cm
oEa=1cm; Er=0,1=10%

o Note que o erro relativo representou de uma
forma mais adequada o erro na afericdo das
medidas.

o Na prdatica, costuma-se trabalhar com um
imitante superior para o erro, ao inves do
proprio erro (|E | <¢, sendo € é o limitante)




Exemplo:

o Cdlculo do erro relativo na representacdo dos
numerosa=2112,9 e e =5,3, sendo |EA|<O,]T

o |ERa| = |a-a|/|a|=0,1/2112,9 24,7 x 10-5

o|ERe| =|e-e|/|e|=0,1/53 = 0,02

o Conclusdo: a é representfado com maior
precisdo do que e.




o Considere f(x)=x?-a=0, onde a=2 e x,=1. Utilize o
processo iterativo abaixo para uma tolerdncia
£¢=0.0001:

Exercicio:




3. Erros na mudanca de base

Representacdo dos nUmeros

o No cotidiano usamos numeros na base 10,
contudo microcomputadores e estacoes de
trabalho utilizam a base 2, ou computadores l
de grande porte da IBM utilizam a base 16.

Exemplos:
(347),, =3x10° +4x10" + 7x10"

(1101), =1x2° +1x2* + 0x 2! +1x 2" »222




Representacdo dos nUmeros

Parte Inteira Farte Fracionatia
| | | |

N= a 8+a 8"+ . +a8'4a, + a8 +a 87+ . +a_ g, I

Onde: 0Zq, = 8-1

(0,2345),, =(2345x107 ),
(01101, =(11,01=27),




Conversao de Bases

a) Base 5 ——— Base Decimal

Levar os coeficientes a expressio polinoemial geral e calcular o valor, Observe
que a solucio numerica da expressdo polinomial sempre resulta num numere A na base
decimal.

Exemplo:

(0111, = 1= 27 +1x 27 +1x 27 = (0,875),




Conversao de Bases

b) Decimal > Base 3
& conversdo da basze decimal para uma base & dualquer se da em duas etapas,

nutna primeira etapa se converte a parte inteira do nlmero e numa segunda etapa a patrte
fracionaria do numero.

h.1) Parte Inteira
Diwidir o niumere sucessivamente pela base & até que o ultimo quociente seja malor que

zero e menot que & O mimero & representado pelo Gltimo quociente e s restos na ordem

1NV Ersa.
Exemplo:

(133, = (1101},

/




Conversao de Bases

h.2) Parte Fracionaria
MMultiplicar sucessivamente a parte fracionaria por S até que a mesma seja Zero Se a

representacio for exata Mo caso da representacio nfio ser exata, havera uma sequéncia

infinita na parte fracionaria. O nimero & representado pelas partes inteiras resultantes.
Exemplo:

(0,875),, — (0,111},

0875 0750 0500
W2 w2 w2
1,750 1,500 1,000

A representacdo de (0,1),ndo possul representacio exata na base 2.
(0,107, —(0,00011001100..7,

Em wvirtude da representacio ndo ser exata, a operacio seguinte poderd ndo ter resultado
exatoe na utilizacio de microcomputadores dependends da inguagem de programagio.

100

> 0,1=19,9999995 .

iml

v




Conversao de Bases

r(/ﬂ Parte inteira: Método da divisdo sucessiva
.I'_*_‘i

Ex7. (23.1875) — (1011 IEOOI 1),
Parte fracionaria: Método da multiplicacdo sucessiva




Exercicio:
o Converta os seguintes numeros:

o (0,1875),, para binario;
o (13,25),, para bindrio;

o (0, 2),, para bindrio;

o (111.011), para decimal;




4. Representacdo numérica
de ponto flutuante

o Nas maquinas digitais, um digito bindrio € denominado
BIT (do inglés, binary digit). Um grupo de oito bits
corresponde a 1 byte. Dessa forma, percebemos que a NS
representacdo dos numeros bindrios num computador é
feita com um numero finito de bits. A esse tamanho finito
de bits € dado o nome palavra de computador.

o O tamanho da palavra do computador depende de
caracteristicas infernas a arquitetura do mesmo. Em
geral, os microcomputadores padrdo PC tem tamanho
de palavra de 16 e 32 bits. Computadores modernos tem
palavras de 64 bits ou mais.

o Quanto maior o tamanho da palavra do computador
mais veloz e mais preciso serd o computador.




o Uma mdaquina digital (que opera em base 2) armazena
um numero internamente da seguinte forma
esquematizada abaixo:

(N)1p — Not. Ponto flutuante | (exp)io
(mantissa)qg

— Conversdo para binario|

(exp)a — Palavra do

(mantissa), Computador
HOLON OO0 TOLOLOLOLO
\ﬂ_) “




o Em principio, representacdo de um numero inteiro no
computador ndo apresenta qualquer dificuldade.
Qualguer computador trabalha infernamente com uma
base fixa B, onde B € um inteiro = 2.

o Como seria a representacdo do niumero 1100 numa
base B = 2¢
o (1100), = 1x23 +1x22 + Ox2' + Ox20

o Como seria a representacdo do nimero 1997 em uma
base p=10 ¢
o (1997),5 = 1x103 + 9x102 + 9x10! + 7x10°




T sistema de ponte flutuante X CH & um subconjunte dos nimeros reals cujos
elementos tern a forma:

STt 5 ;33 + o+ ;’!]ﬁf =+(dd,d,.d, 8"

Onde 0=d, <8 i=1..;
& aritmeética de ponto flutnante & € caracterizada por quatro nlmeros inteiros:

® hase S (binaria, decimal, hexadecimal, etc )

® precisfo t{numero de algarismos da mantissa);

* limites do expoente e (&, Se =&, )

Fgte . o ) A mantizsa & fracionana nesta representagio (<1).




o Considere uma maguina que opera no sistema

F[10,3.-5,5], ou seja, um sistema onde =10, 1=3
e e €[-5,5]. Nesse sistema 0os nUmeros sGo

representados na seguinte forma de sistema:

(0.d,d,d;)10¢,0< d<9 d=z0ee [-55]
o O menor nimero representado nessa maquina
e:
om=0.100.10°=10°¢

o O maior:
o M=0.999 . 10°=99900




Exemplo, se: p=2,t=3e,. =-1 e e_ =3

IMantissa fracionaria Expoentes Ol.DSGI:V.e gue 0s nUMeros em
T Ts 3 Gquqflcg de ponto flutuante
NnAo sAo igualmente espacados.
L 1o 11 O numero total de elementos de

uma mdaqguina de aritmética em
ponto flutuante é dado por:

l IR ne = z(ﬂ—l)ﬂt_l(emax —emin +1) +1 I

s 2e 2=-1,02 2 3

Considerando apenas a parte positiva, tem-se o5 seguintes nimeros:

0, 0,25, 03125, 04375, 0,5, 0,625, 0750, 0,875, 1,0, 1,25, 1,5, 1,75, 2,0, 2,5, 3,0, 3.5, 4,0,

5,0, 6,0; 7.0, que podem ser representados na reta numerada:




Exemplo

Considere F(2.2.-1.2 ). com nimero normalizado, isto €. d; # 0. Os numeros serao:
+ 10 x2° ou £ .11 %2 | sendo -l1=e<2.

Convertendo para decimal. temos:
10=% e .11=%
Com 1ss0, 0s Unicos Nmeros posifivos representaveis nesse computador sao:

Mantissa Expoentes
/2 x 2°¢
3/4 x 2° para e=-1.0.1e?2

Ouseja, Y4, Y5, 1,2, 3/8, 3/4, 3/2 e 3, que podem ser representados na reta numerada:

| | | |
| | | | |
3 2 3

b |as

1
2

=10

I
|
1
4

Alem desses numeros. 0s seus respectivos numeros negativos e 0 nuiero zero tambem serdao

representados.




o O nUmero x = 235.89 representado em F[10,3,-
5,9]:

o Veja que x = 235.89 pode ser representado por
x =0.23589 .103 . Porém a mantissa em nosso
sistema possui somente 3 digitos. Assim, as
unicas representacoes possiveis seriam:
0.235.102 usando fruncamento ou 0.236.103
usando arredondamento.




o A consequéncia mais importante dessa
representacdo € que, ao confrario do conjunto
R dos numeros reais, o conjunto F efetivamente
representaveis pela maqguina € intrinsicamente
finito, discreto e limitado. Isto €, nem todo
nUumero real pode ser representado na
maquina. !

o |[EEE Standard for Floating-Point Arithmetic (IEEE
/54) fornece o padrdo téecnico para as I
calculadoras - estabelecido pelo IEEE.

o Se uma operacdo aritmética resultar em um
numero gque seja maior em modulo que o
maior numero representdavel naguela maquina
ocorrerd um overflow, caso contrdrio
underflow.




o |EEE Standard for Floating-Point Arithmetic (IEEE 754)
fornece o padrdo técnico para as calculadoras -
estabelecido pelo |IEEE.

o Se uma operacdo aritmética resultar em um
numero que seja maior em modulo que 0 maior
numero representavel naguela maqguina ocorrerd
um overflow, caso contrario underflow.

o O zero é representado de uma forma especial,
todos os digitos da mantissa e do expoente sdo I
nulos.

o Os numeros em ponto flutuante sGo discretos e ndo
continuos como 0s numeros reais.

o O conceito de sempre existir um numero real entre
dois nUmeros reais quaisquer ndo € valido para 0s
numeros em ponto flutuante. A falha deste
conceito pode ter consequéncias desastrosas.




o Sejam x =875 e y=3172 . Calcular x x y. Primeiro,
deve-se arredondar os nuUmeros € armazena-los
no formato indicado. A operacdo de
multiplicacdo € efetuada usando 2t digitos.

ox=0,88.103 e y =0,32.104, x.y = 0.2816 x 10”.

o Sejam x =0,0064 e y=/312 Calcular x +v.
Primeiro, deve-se arredondar os numeros e
armazend-los no formato indicado. A
operacdo de divisdo € efetuada usando 2t
digitos.
ox=0,64.102ey=0,73.104, x+y =0.8767.10¢




Exemplo:

o Escrever os numeros reais x; = 0.35, x, =-5.172,
X5 ==0.0123, x,=0.0003 e x; = 5391.3, onde
estdo todos na base B = 10 em notacdo de um
sistema de aritmética de ponto flutuante.

Solucdo:
00.35= (3x107" + 5%1072 )x10° = 0.35% 100

0—5.172==(5x1071 +1x1072+ 7x1073 + 2x1074 )x10' =
—-0.5172x10!

00.0123 = (1x107" + 2x1072+ 31072 )x107! = 0.123%10""

05391.3=(5x107"+3x1072+ 9x103+1x10™4+ 3x107°
)x104=0.53213x10*

6 0.0003 = (31071 )x1073= 0.3x10"3




o Considerando agora que estamos diante de
uma maquina que utilize apenas trés digitos
significativos e que tenha como limite inferior e
superior para o expoente, respectivamente, -2
e 2, como seriam representados nesta maquina
0Ss NUMeros do exemplo anterior?

o Solucdo:

o Solucdo: Temos entdo para esta maquinat=3,1=-2¢
S=-2.Destaforma-2<e <2.Sendo assim temos:




0 0.35=0.350x109
o-5.172=-0.517x10'
00.0123 =0.123x10""

0 5391.3=0.53913%x104 NGo pode ser
representado por esta maqguina. Erro de
overflow.

0 0.0003 == 0.3x1073 Ndo pode ser representado
por esta maquina. Erro de underflow.




5. Propagacdao de erros

Resolugdo numérica de um problema

olmportancia do conhecimento dos
efeitos da propagacdo de erros.

o Determinacdo do erro final de uma operacdo.

o Conhecimentfo da sensibilidade de um
determinado problema ou metodo humerico.




o Serd mostrado um exemplo que ilustra como os
erros descritos anteriormente podem influenciar
no desenvolvimento de um cdlculo.

o Suponhamos que as operacoes indicadas Nos
itens a) e b) sejam processadas numa mdaquina
com 4 digitos significativos (1).

a)(xo+ X, ) — X
o) X, + (X; — X))




o Fazendo x; = 0.3491x10% e x, = 0.2345%10° temos:

Q) (X, + X, ) = x, = (0.2345 x 100 + 0.3491x 104 ) - 0.3491x10*
= 0.3491x10% - 0.3491x10%
= 0.0000

b) x,+ (X, = X, ) =0.2345 x100 + (0.3491x104 - 0.3491x10¢)
= 0.2345 x10° + 0.0000
= 0.2345




o A causa da diferenca nas operacoes anteriores
fol um arredondamento que foi feito na adicdo
(X2 + x1) do item a), cujo resultado tem oito
digitos. Como a mdquina s6 armazena 4 digitos,
0S menos significativos foram desprezados.

o Ao se utilizar uma maqguina de calcular deve-se estd .
atento a essas particularidades causadas pelo erro

de arredondamento, ndo s6 na adicdo, mas
também nas demais operacoes.




Ex. 15: Dados a=50*3eb=21%1,
calcular a + b.

o Variacdode a — 47 a 53

o Variacdo de b — 20 a 22

o Menor valor da soma — 47 + 20 =67/
o Maior valor da soma — 53 + 22 =75
oa+b=(0+21)x4=71+4—>67a75




