Flexao

Vamos lembrar os diagramas de forca cortante e momento fletor

 Elementos longos e retos que suportam cargas perpendiculares a seu eixo
longitudinal sdo denominados vigas.

« Vigas sao classificadas de acordo com o0 modo como sao apoiadas.

R E—
(@

Viga simplesmente apoiada

e
Viga em balanco

—.
A A ES A

Viga apoiada com uma extremidade em balanco



Flexao

wix)
o e Como sabemos, as tensoes

i,

— de cisalhamento e momento
l l _l podem ser representadas

Carga distribuida positiva

Cisalhamento interno positivo
M M

Momento interno positivo

Convencao de sinal para a viga

em graficos denominados
diagramas de esforcgo
cortante e de momento
fletor.

Neste exemplo, direcoes
positivas indicam que a
carga distribuida age para
baixo na viga e a forca
cortante interna provoca
uma rotacao em sentido
horario.

Vamos lembrar como
resolver:



Exemplo 1

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga dada.
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Solucao:

Um diagrama de corpo livre do segmento esquerdo € mostrado abaixo. A aplicacao
das equacdes de equilibrio produz no segmento AB:

+T>F, =0; V:g (1) l M

+<ZM:O; Mzgx (2) 1‘l X 15
P

No segmento esquerdo da viga, que se estende até a distancia x na regido BC,
temos: -

| i . 45— ’
TZFy:O’ E_P_V:():V:_E 3) AT Il'
P

+<ZI\/I=O; M+P(x—%)—gX=>M=g(L_X) (4)
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O diagrama do esforco e corte
descrito pelas equacbes 1 e 3 =

O diagrama de momento fletor
descrito pelas equacbes 2 e 4 =
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Exemplo 2

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga mostrada na figura.
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Solucao:
Calculamos as reac¢des no apoio.

A carga distribuida € substituida por sua forca resultante.
A intensidade da carga triangular na secao é determinada por calculo proporcional:

w/ _W / _W / :
Y=L ouw=" L l

—————————
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wo L ~L 4‘

=
0

A resultante do carregamento distribuido é determinada pela area sob o diagrama:

WL 1 Liwax)
TR0 (Lj 7 Ojv_zL(z_Xz) = EC

2 2 2
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2
<+ZM =0; W%L —WOL(X)+1(%jX(%Xj+M =0 (2 _Lt 2, !
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Diagrama do esforco de corte
determinado pela equacéo 1 =

Diagrama do momento fletor
determinado pela equacao 2 =
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Exemplo 3

Represente graficamente os diagramas do esforgco cortante e do momento fletor
para a viga mostrada a seguir

L5 kN 5 kN/m
80 kN-m | l_li_i lll tl
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Solucao:

Duas regioes devem ser consideradas para descrever o esforco de cisalhamento e
0 momento da viga inteira.

S0 kNm
0<x, <5m,

+1YF, =0, 575-V=0=V =575kN (1)
<+Z'V' =0; —80-575%+M =0=>M =(575x +80)kNm  (2)

l M
'I._.-'

X1

N —

L |

om<x, <10m,
+T> F,=0; 575-15-5(x,—5)-V =0=V =(15,75-5x, )kN (3)

ISKN S(x; — 5)

B0 kN-m
L J L J

I M
GZM =0; —80—5,75x2+15(x2—5)+5(x2—5)(X22_5j+M =0 - | l

5m { T V

M =(-25x2 +15,75x, +92,5)kNm  (4)

5.75kN



Diagrama do esforco de corte
determinado pelas equacbes 1 e 3 =

Diagrama do momento fletor
determinado pelas equacdes 2 e 4 =

S0 kN-m

5kN/m
l'lf | B B B . B

C
A B /_T
5m 5 m |
2,73 kN 3425 kN
VI(kN)
5,75
x(m)
—0.25
M (kN-m) 3475
108,75
50
x(m)




Método grafico para construir diagramas de esforco cortante e
momento fletor

I'| ['1

Regides de carga distribuida 1 A
« Essas duas equacfes proporcionam um meio 1 ]' l l l H‘H J l [ l
conveniente para se obter rapidamente o0s , ; r e |
diagramas de forca cortante e momento fletor M, H M,
para uma viga: | x A
(a)
inclinacao do dv —intensidade da w(x)Ax
diagrama de :—W(X) carga distribuida w(x)
forca cortante em  y em cada ponto -
cada ponto :
|
| — — k(Ax)
I i
inclinagéo do : Vv / \‘x
. Cisalhamento (forca \
diagrama de dM M f
-0 cortante) em cada M+ AM | ,
momento em = ] '.
cada ponto dx ponto “ " 4
V + AV \5____./
| Ax |
Diagrama de corpo Area da segdo transversal
livre do segmento Ax do segmento

(b)



 Podemos integrar essas areas entre quaisquer dois pontos para determinar as
mudancas nos diagramas:

mudancano AV :_Iw(x)dx —area sob a _H--*riﬁ EE 1 l l ]. H
esforco de carga : - <

C xﬁ‘ﬂ'
corte distribuida y \
A
AV
area sob o /
mudanca no AM zjv(x)dx diaarama de c/ D
momento 9 /
forca cortante /
/

M /




Regidoes de forca e momento concentrados
Alguns dos casos comuns de carregamento:

Diagrama de dV _

Diagrama de dM _

Carregamento forca cortante 4, ~ momento gy v
P w=10 Vs
1 I] e
" l M Vi [ w=0 L M
T| | Va o
M,
Vi Vs Forga P para baixo faz V saltar o
para baixo de V, para V5. Inclinagdo constante muda de V| para V.
M = M,
My M. M, w =10 N v
| | _'li’]f] —
v V M;
V . .
v Nenhuma mudanca na forca cortante, Inclinacio positiva constante. M, em
jd que a inclinacio w = 0. sentido anti-hordrio faz M saltar para baixo.
Vs
“"'I] — '|,1,.'|::I J——
."1-'f| M- V.
[T T T T ™ v 3
l Vs, M,
Vi Va Inclinacio negativa constante. Inclinacdo positiva que decresce de V) para V.
W —w
P b Ll v,
l| _— e - — H»-'] =
M, M. Vi Vi
¥ Y V: / "l'f:
M,
v Inclinagio negativa
! Va que aumenta de —wy a —w,. Inclinacdo positiva que decresce de V, para V5.
Wy —
T - Va
——, N ——
M T
M, l\ M, v, —wy v, M,
Vs, -
- ,"i‘]f|
Vi Vs Inclinagdo negativa que Inclinacdo positiva que decresce de V| para V5.

decresce de —w) a—ws.




Exemplo 4

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga.

(a]
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Solucao:

As reacdes sao mostradas no diagrama de corpo livre :

De acordo com a convencéao de sinal, em x = 0,
V=+Peemx=L,V=-P. o

1

FPL

Visto que w = 0, a inclinacdo do diagrama de forga cortante sera zero, portanto:

dV/dx =—-w=0em todos os pontos

Para o diagrama de forca cortante de acordo com a
convencao de sinal, emx=0,M=-PLeemx =L, M=0.

: - M
O diagrama de forga cortante indica que o

cisalhamento é positivo constante. Portanto,

dM/dx =V =+P emtodos os pontos

~PL Y



Exemplo 5

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga.

) M,

.1 . "
(a)



Solucao:
A reacao no apoio fixo € mostrada no diagrama de corpo livre:

.’Ir'f (1] .'Ir';’ 0

| L |

Visto que nao existe nenhuma carga distribuida na viga, o diagrama de forca
cortante tera inclinacéo nula em todos os pontos.

1(_.-"

|

Pelo diagrama de forca cortante, a inclinacao do diagrama de
momento sera nula. V = 0.

M

.'1’ fl_ 1] r
X




Exemplo 6

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga.

¥y Y Y I _I__l__'];__;__i'?'-———-___
- I ..|
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Solucao:

A reacao nos apoios foram calculadas
e s&o mostradas no diagrama de corpo
livre:

A carga distribuida na viga € positiva,
porém decrescente. Portanto, a
Inclinac&o é negativa decrescente.

A curva do diagrama de momento que
apresenta esse comportamento de
inclinacao é uma funcéo cubica de x.

uuL

IIIIII VT v

(1

w2
)

Y |.Ir-

(b)

Inclinacdo negativa decrescente

M

(c)

W0 .!r_:

Inclinacio positiva decrescente

(d)



Deformacao por flexao de um elemento reto

Analisaremos vigas submetidas exclusivamente a esforcos de flexao.

Supomos que a secéao transversal de uma viga reta permanece plana quando a
viga se deforma por flexdo (somente por flexdo, sem esforgcos de cisalhamento).

O esforco de flexao provoca uma tensao de tracao de um lado da viga e uma
tensao de compressao do outro lado.

Linhas horizontais
tornam-se curvas \

Linhas verticais permanecem
retas, porém sofrem rotacao

Antes da deformacao

Apos a deformacao

(a) (b)

23



Deformacao por flexdo de um elemento reto
Existe um plano no interior da viga onde os elementos longitudinais n&o apresentam
variacao de comprimento (superficie neutra). Ela define os eixos neutros.
A deformacéo longitudinal varia linearmente a partir do eixo neutro (onde € zero).
A lei de Hooke permite calcular as tensdes normais desenvolvidas, devidas as
deformacdes longitudinais (quando o material € homogéneo).

(a)

Eixo neutro

Eixo - e Superficie
longitudinal neutra

24
(b)



o = tensao normal no membro

M = momento interno

| = momento de inércia M |
y = distancia perpendicular ao eixo neutro N

A formula da flexao

Um desenvolvimento relativamente simples permite obter a féormula da flexao, a
partir da igualdade do momento interno resultante M na secao transversal e o
momento produzido pela distribuicéo linear das tensdées normais em torno do eixo

neutro.
T

_
|

O =

Variacdo da tensdo de flexao

Pela regra da méo direita, na figura, o sinal negativo € de compressao ja que age
na direcao negativa de x.



Exemplo 8

A viga simplesmente apoiada tem a area de secéo transversal mostrada na figura
abaixo. Determine a tensdo de flexdao maxima absoluta na viga e represente a
distribuicao de tenséo na secao transversal nessa localizacao.

20 mm

5 kN/m 20 ml?ln l
IRERERAANNNNN e
¢ 150 mm
“ N i l A
v : 20 mm—| |— _ T ‘
3 . o [ 30 mim
j |
. ‘ T N
3m ‘ D

6 m I 250 mm

26



Solucao:

O momento maximo interno na viga € M =225kNm.

M (kN-m)

x(m)

i
=

27



Por razGes de simetria, o centroide C e, portanto, o eixo neutro, passa a meia altura
da viga, e 0 momento de inercia é

1= (1+Ad?)

20 mm 1

= 2[% (0,25)(0,02)° +(0,25)(0,002)(0,16)2}+[$ (0,02)(0,3)3} - o
¢ 150 mm

N J !
301,310 )m* a 11

T N

Aplicando a formula da flexao, para ¢ = 150 mm, s ‘W‘ {

O oy = w; Oy = 22’5(0’1_56) =112 MPa (Resposta)
| 301,3(10°)
. 7 w\:’;l=2_’5kN-m .



Exemplo 9

A viga mostrada na figura tem area de secao transversal em forma de um canal.
Determine a tensao de flexdao maxima que ocorre na viga na secao a—a.

2.6 kN
12412
: a
‘ 2m 1 m
a
B =— 250 mm — 20 mm
y = 39,04 mm ! )/
l'.l'l'r - il ..-"1 T
Jf C 200 mm
15 mm —| |— — —15mm |




Solucao:

O momento interno resultante deve ser calculado em torno do eixo neutro da viga na
secao a—a. O eixo neutro passa pelo centroide, portanto:

- >'yA  2(0,1)0,2)0,015)+(0,01)0,02)0,25)
YA 2(0,2)0,015)+(0,02)0,25)
= 0,05909m = 59,09 mm

Aplicando a equacéao do equilibrio de momento sobre o0 eixo neutro, temos

<+ S My, =0; 2,4(2)+1,0(0,05909)— M =0=>M =4,859kNm

-— 250 mm — 20 mm

O momento de inércia sobre o eixo neutro & y=5909mm L L
N C Al Eﬂnm
| = [% (0,25)0,02)° +(0,25)0,02)(0,05909 — 0,01)2} 15 mm —| |- ~{ 15 mm |

+ 2[% (0,015)0,2)° +(0,015)0,2)(0,1— 0,05909)2}

= 42,26 (10°°)m*



A tensao de flexdo maxima ocorre nos pontos mais afastados do eixo neutro.

Mc _ 4,859(0,2-0,05909)

o . = =16,2 MPa (Resposta)

S 42,26(10°)
2.4 kN
‘ .O0kN 005909 m
"h I"'--..___




Flexdo assimetrica
Momento aplicado ao longo do eixo principal
* Acontece quando a carga nao é aplicada num dos planos de simetria.
« Podemos expressar a tensdo normal resultante (ap6és um desenvolvimento um
pouco mais elaborado que o utilizado o caso anterior), em qualquer ponto da secao
transversal, em termos gerais, como

o = tensdo normal no ponto
y,Z = coordenadas do ponto medidas em relacdo ay, z

. M Z y 4 M yZ M,, M,  =componentes do momento interno resultante

O = | | direcionados ao longo dos eixos y e z
4 y ly, I, = momentos principais de inércia calculados
em torno dos eixos y e z
; v ¥
-\H""‘-\-;
e,
H‘“x__h
[ Hﬂ"h
H"""\-\_\_\_ o
= -
<. ~ — ™
‘H‘x‘_‘ _____.-&( ] HHHHH
_.--"-- b 'T _ ___.-"------ RH""\-\.R\_____.,-F" ------ b ‘
) M,= Mcos#




Orientacao do eixo neutro no caso assimétrico

« O angulo a do eixo neutro pode ser determinado a partir da equacéo anterior,
considerando que no eixo neutro o = 0. Assim;

tga::—ztge

y

I“’T.r}ma'c + i”-r.r}'m:ixl
-

& /

- H.\‘JI

|

_ |

= + H.‘“i

b - ' B
f:t' H”r}m:i.\: — (o .r}'m;i.x] “‘L:

I'::':I.r}m:ix + '::':’Tr.r}'m:ixl -~ b

r e
(o .r}'r.1:ix

'::‘I.l']'n1:ix



Exemplo 10

Uma viga em T esta sujeita a um momento fletor de 15 kNm. Determine a tensao
normal maxima na viga e a orientacao do eixo neutro.

e
30 mm| T
\‘\ f
100 mm M= 15kN-'m
i

80 mm

40 mm
80 mm

34



Solucao:
Ambas as componentes do momento sao positivas. Assim temos

ay

- (15)C053Oo =12,99kNm 0.02m ~ | 002 m

My
I\/Iz

(15)sen30° = 7,50 kNm 0,080 m :I_l_J_‘__{ﬁ_HH{?m |

(.03 m

L 100 m

3]

Para este caso temos:

~_ > zA  (0,05)0,1)0,04)+(0,115)0,03)0,2)

“STAT (00004)200302) oo




Pelo teorema dos eixos paralelos, | = | + Ad? os principais momentos da inércia

sSao:

= %(0,1)(0,04)3 + % (0,03)0,2) = 20,53(10°¢ )m*

1

l, = [E (0,04)0,1)° +(0,1)(0,04)0,089 - 0,05)2} oo0m

1

A maior tensao de tracao ocorre em B e a maior tensao de compressao ocorre em C.

“—{']{}('m#‘ 7.50 kN-m

!

) 0,02 m

0080m

- [E (0,2)(0,03)’ +(0,2)(0,03)(0,115 - 0,089)2} =1,39210"° m*

M,z e -
O =— M Zy + y ] L | % 12,99 kN‘m
, B
75(-01) | 12,99(0,041) e
Og == ol —— - =748MPa

* 7 2053010°) " 1,392(107)
_ ___15002) 12,99(-0,089)
© 2053(0°) 1392(10°)

=—-90,3 MPa (Resposta)

3

Ry




Em geral, y € 0 eixo para o momento principal de inércia minimo, e z € o eixo para
0 momento principal de inércia maximo.

(205310°)),
‘T [13,92(10—6 )theo
o = 68,6°

£

o = 68,6 __|—




Vigas compostas
Vigas construidas de dois ou mais materiais diferentes sdo denominadas vigas
compostas.
O meétodo anterior é aplicavel, com algumas modificacdes.

Transformaremos um material no outro utilizando o fator de transformacao, que é
uma razao entre os modulos dos diferentes materiais que compdem a viga.

No caso de concreto armado consideramos que O \
concreto sob tracdao ndo oferece nenhuma resisténcia
(todo o esforco recaira sobre as barras de ferro).

Exemplos.

Variacao da tensao de flexao

(d)

Material

Material
menos rigido

. _\</
A

Variacao da deformacao normal Variacao da tensao de flexao
(vista lateral) (vista lateral)

(b) (c)



Exemploll

Uma viga composta é feita de madeira e reforcada com uma tira de aco localizada
em sua parte inferior. Ela tem a area de secao transversal mostrada na figura
abaixo. Se for submetida a um momento fletor M = 2 kNm, determine a tenséo
normal nos pontos B e C. Considere E,,; = 12 GPa e E,, = 200 GPa.

150 mm

Cilh

20 mm

Lle)



Solucao:
Transformaremos a secao de madeira em outra feita inteiramente de a¢o, com a
seguinte relacao para sua largura b:
12
- |/ISOmmA 8

b, =Nby g = 2—00(150) =9 mm

A secdao transformada & mostrada na figura abaixo. e > kNI

150 mm . |
A localizacdo do centroide (eixo neutro) e z / 2

-

20 mm

- >'yA (0,01)0,02)0,150)+(0,095)0,009)0,15)
/= SA (0,02)0,15)+(0,009)0,15) =0,05638m

O mm

20 mm

N // // I(/
150 mm

40



Portanto, 0 momento de inércia em torno do eixo neutro é
0 = [112 (0,15)0,02)° +(0,15)(0,02)(0,03638— 0,01)2}

{112 (0,009)0,15)’ +(0,009)0,15)(0,095— 0,03638)2}

N
=9,358(10°° )m*

Aplicando a formula da flexao, a tensao normalem B’ e C ¢

2(017-0,03638) _ 0 < n1pa 2 1w
9,358(10°° ’ ofE

~ ~ 2(0,03638)
" 9,35810°)

Op

' 0.210 MPa
W~ 3.50 MPa

= 27,87 MPa (Resposta)

12(

A tensdo normal na madeira em B é 03 =Noy. = 5 28,56)=1,71MPa (Resposta)



Exemplo 12

A viga de concreto armado tem a area de secao transversal como mostra a figura
abaixo. Se for submetida a um momento fletor M = 60 kN-m, determine a tensao

normal em cada uma das hastes de reforco de aco e a tensdo normal maxima no
concreto. Considere E,., = 200 GPa e E,,. = 25 GPa.

i\S()O\Tm
/ \
60 kf\'-n;\ \“\\/ \fo i

/ 3
. ]\

Barras de 25 mm
de diametro

]
.

50 mm

42



Solucao:

A area total de aco e

Ap = 2[7:(12,5)2J: 982 mm?

Ela equivale a uma area de concreto hipotético
gue resiste a tracao de:
200(10°)

A=nA, = 7—3j(982) = 7856 mm?
25(10

Agora consideramos somente esta area para
resistir a tracdo e como 0O eiXxo neutro se
encontra na mesma posicao do centroide

> YA=0
300(h')% —7856(400—h")=0

h'*+52,37h'-20.949,33=0=>h'=120,90 mm

.
3()0\]{1[]1

\\
™~ -”/ 450 mm
Gty o ~J~ . +.)
60 KN-m | [~ {/ \L
/ R
) I
Barras dL 25 mm 50 mm
de diametro
300 mm
R 400 mm
_.:"'n," 1'-_ l ..-":l.

1
~ A" = 7.856 mm?2




O momento de inércia da secéo transformada, calculado em torno do eixo neutro, €

| = %(300)(120,9)3 +300(120,9)(120’9

2
j +7856(400 —120,9)2} — 788,67 x10° mm*

Aplicando a formula da flexao a secéao transformada, a tensdo normal maxima no

concreto é My 300 mm
o = e [f—
r f
(0 ) = 60(1.000)(120,9)&1.000) _ 9,20 MPa (Resposta) i 400
788,67 x10 N e A I
. 60(1.000)(1.000)(40?—120,9) 2123 MPa , —L
788,67 x10 - A" = 7.856 mm-
A tensao normal em cada uma das duas hastes é€: -
2 00(1 0° )j 920 MPa <13
O, =NO' . = 21,23 =169,84 MPa (Resposta) ;
; ( 25(10°) \]%
120.90 mm

N

,,,,,,,
T P

169.84 MP:\’



Vigas curvas

Anteriormente assumimos que todos o0s elementos longitudinais tem 0 mesmo
comprimento (vigas retas).

Quando a viga nao é reta, a variacao linear da deformacao especifica ao longo da
secao transversal néao € mais valida (mas as se¢fes planas continuam planas).

Na figura é apresentado o corte longitudinal de uma viga curva.
O plano xy € o plano de flexao e € um plano de simetria.
Centroide e eixo neutro ndo coincidem mais.

Como secao plana permanecem plana apos a flexao, entao a dgeformagéo longitudinal é
proporcional a sua distancia a superficie neutra, ou seja: 6 = —‘y (a)

O comprimento indeformado de qualquer elemento Iongltudlnal é pO portanto a

equacao (a) fica: S = l(zsl 5

Lembrando que a deformacdo e ¢ = L L

e que o = L;- L,

Desta relacao se obtém a distribuicdo das
tensGes normais:

m|a

_ rié‘iz . rié‘i y _ O

b p b R-y E

TensOes de flexdo e deformacgdes especificas
nao sao lineares com y !l

(a) (b)



Vigas curvas
» A posicao da superficie neutra € obtida a partir da condicdo ), F, = 0, ou seja:

U
j ogdd =2 Yaa=0
A

b J, p

Comoy =R - p, onde R- raio da superficie neutra,

T;0; R—p
b J, p

Em geral a equacao (b) deveria ser resolvida para cada caso particular. No caso
de uma secao transversal retangular de largura t teremos:

To R — p To R To
j —tdp j —tdp—f tdp =0
ri p ri

dA =0 (b)

Como R é constante:




Vigas curvas

O momento interno resultante M, obtém-se em termos da tenséo normal de flex&o a
partir da equacéao de equilibrio > M = 0, ou seja:

rio; [ y? rio; [ (R—p)?
M =—J odA = —dA = —— —dA c
r 2 ( )y b y p b 2 p ()

O valor de R obtido em (b) deve ser substituido em (c) (para cada caso particular).
Uma forma conveniente de reescrever a equacao (c) é:

_ _T% B B (R —p)
M, = bUA (R — p)dA RJA p dA]

Onde a segunda integral é zero (por (b)), assim teremos:

M, = — rallf ydA] Ay,

Onde y, € a coordenada y do centroide da area de secéo transversal A, medida a
partir do eixo neutro.

Substituindo 2% por 7 2 obtemos a tensdo normal em qualquer ponto da viga curva

Myy My
pAy. (R —y)Ay,




Vigas curvas

A partir da equacao (b) é facil verificar que o calculo de R se resume a obter a integral
abaixo para as diferentes geometrias (caso a secao da viga nao seja retangular). Na

equacao abaixor=p
R A
¢ dA

Ll

Centroide

Onde:
R - raio da superficie neutra

A — area da secéao transversal
r — distancia ao centro de curvatura

Eixo neutro |

A

M
h | |

L | |

jl" 1
I' -
| Il Elemento de drea 44

M

2
=

(a)



A integral pode ser calculada para varias geometrias de secéao transversal.

Forma Area fd_‘ﬂ‘
Ar
Fy
oy bin 2
f}[ | h[.": .|'|} -
b
—n—
h br, Fa
—r—r) - In - _b
[QE T oy ()
| .
| r— _ —
2 | el 27 (r —J - c‘—*]
-—Er{—‘
Pl Qb —
Ej‘b b : [T_ uln' _;,.-_'-“_Hfj

49



Exemplo 13

A barra curva tem area de secao transversal mostrada na figura abaixo. Se estiver
sujeita a momentos fletores de 4 kN-m, determine a tensdo normal maxima

desenvolvida na barra.

4 kN-m 4 kN-m

. o' =

{ 200 mm

/ —
250 mm 200 mm 7

| / 280 mm

]
_.__/ 50 mm

30 mm

L
|

!
l

50



Solucéao:
Visto que esse momento tende a diminuir o raio de curvatura da barra, ele € negativo
(Regra) . Assim, a area total da secao transversal é

> A=(0,05) +%(0,05)(o,03)= 3,25(10°%)m?

A localizacido do centroide é determinada em relacao ao centro de curvatura, ponto 0O’

_ > FA  0,05%-0,225+(0,05) (0,03) 0,50,26

Y 3,25107
i -“uly . 4 kNem
_ SFA o T
r= = 0’23308 m “250 mm 200 mm 7
Z A i o lilllm | ,S0mm
P /|5 ’ [ -
A localizag&o do eixo neutro (R): T ) oo
A -
dA 0.25
Para o retangulo, — = 0,0S(In —2) =0,11157m
A

Para o triangulo, jdA - (0,05(0,28) (m 0,28

~0,05=0,0028867m
» r (0,28-0,25)\ 0,28



Assim, a locacao do eixo neutro € determinada por

SA 3250107
oy j dA/r 0,011157+0,0028867

=0,23142m

Aplicando a formula da viga curva para calcular a tenséo normal em B e A,
4 KN-m

p————
» -

My My
pAy. (R—y)Ay,

o =

Lembrando que:
Y. = coordenada y do centroide da area de secéo
transversal A, medida a partir do eixo neutro

A 129 MPa

o = M(R-rz)  (~4)0,23142-0,2) _ N
Ar(r—R)  3,25(10°°)0,2)(0,00166)

O, = M(R-r) — (-4)0,23142-0,280) =129 MPa (Resposta)
Ar,(r—R)  3,25(10°°)0,280)(0,00166)



Concentracoes de tensao

« Atensdo normal maxima em cada uma das descontinuidades ocorre na se¢ao
gue passa pela menor area de secao transversal.

« Uma vez que K for obtido, a tenséo de flexdo maxima € determinada por

2.0
M HEEEE
_ 1.9
Gmax =K L4 (1@ ig
I 1.8 Ll " h
I'. \ N _
17
1.6 \ ll".l _ w_ 4
K | I'l.]' LT h -
.5 )’/ _ w_ 3
\ A1 |k
1.4 N4 H
| \ :I__ . —T= [.5
1.3 N R 125
\ RS L~ h )
5 . A= N L
£ o N ~ / h
11 . A==
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Exemplo 14

A transicdo na area da secao transversal da barra de aco € obtida por filetes de
reducao. Se a barra for submetida a um momento fletor 5 kN-m, determine a tensao
normal maxima desenvolvida no ago. A tenséo de escoamento é o, = 500 MPa.

5kN-'m

\j
s
20 mm

54



Solucao:

5kN-'m
Pela geometria da barra, {
6 10 120 mm 4 r =16 mm
L= gz H_== g
h 80 h 80 |
o 80 llnm | SkN-m
' B w-
Portanto K é 1,45 assim: 4]‘
é(' mm
o =K Me _ (1,45) 5004 _ 340 MPa

[112 (o,oz)(o,os)“‘}

Este resultado indica que 0 aco permanece na regido de deformacao elastica, visto
gue a tensao esta abaixo da tensao de escoamento (500 MPa).

Vejamos agora o exemplo de uma liga metalica...



Exemplo 15

Uma viga é feita de uma liga de titanio cujo diagrama tensdo-deformacéo pode ser
aproximado, em parte, por duas retas. Se o comportamento do material for o mesmo
sob tracdo e sob compressao, determine o momento fletor que pode ser aplicado a
viga e que fara com que o material, nas partes superior e inferior da viga, seja
submetido a uma deformacao de 0,050 mm/mm.

a({MPa)

1.330

1.050

icm

L]
=

}‘ T 2em e (mm,/mm)
‘-I 0,010 0,050




Solucao:

O ponto onde se desenvolve a tensao elastica maxima esta a uma distancia de (por
geometria, ver figura da distribuicdo da deformacéo):

a(MPa)
0,05 0,01
= = y=0,3cm=3mm
15 Yy _ 1330 5
e’ K
1.050 2
As resultantes (Tracao e 3em e &
Compressao) e suas posicoes sao M _ 5
determinadas como mostrado: - / |
4 Cm ‘1 0.010 0050 € (mm,/mm)
1
T, =C, = =(12)(280)(20) = 33.600 = 33,6 kN
2 ) -
2 ~ 0,05 1.330 MPa
y,=03+=(2)=11=10mm = y—03em T
3 Y= i"m 0.010 _.7' \_1.050 MPd——
[ =/ 1.050 MPa f=—
| sem 0010 7 L5 cm —
| “f_{} — 330 MPa

Distribuigio de deformacio Distribuicdo de tensio



T, =C, =(12)(1.050)(20) = 25.200= 252 kN

1 Ly L—IH
y2 — Ol3+ _(1,2) = 0,9 = 9 mm 2 I|I
: Y3 J —I-a_ ] "
, ~— 3
T,=C;= 1(3)(1.050)(20): 31.500=315kN | | T b "
; f I, "1_ 0,2 cm
: !

=—(0,3)=0,2=2mm —
Ys 3( ) L.f*’l.{:linfa,-ir*a

280 MPa

O momento produzido por essa distribuicao de tensao normal em torno do eixo
neutro €, portanto,

M =2[33,6(110)+252(9)+315(2)] .
=5.402,2 kNmm =5,40kNm (Resposta) V-




Exemplo 16

A viga mostrada na figura esta sujeita a um momento inteiramente plastico de M,.. Se
esse momento for removido, determine a distribuicao de tensao residual na viga. O

material é elastico perfeitamente plastico e tem tensao de escoamento de o, = 250
MPa.

——
2
N
=

) 200 mm

I'/-— (a)



Solucao:

A partir de calculos, temos

Portanto,

_ B,

Gméx | )

adm

_ (188x10° 1.25)

82,44x10°

| =82,44x10° mm*

= 2851 N/mm* = 2851 MPa

Como esperado, 9, <20, . O ponto de tens&o normal nula
foi determinado por proporcao.

28151 2.501

125

y

= y=109,61mm

125m
125 mm
2 225 mn
A I
~—1125m
200 mm
I'/ (a)
250 MPa

125 mm

g \"
125 mm —

Momento plastico aplicado
(vista lateral)

(b)
o, = 285,1 MPa
—7250 MPa
125 mm _\ 7// M,
2 AN
125 mm

o, =285,1 MPa

Momento plastico inverso
(vista lateral)

(c)

35.1 MPa

:’}
/
109.61 mmilk i\
e > 250 MPa
109.61 mm| —
AN
BAY

35.1 MPa

Distribuicio de tensao residual

(d)



