O Conjunto de problemas 5.3

1.

Bernardelli estudou um besouro “que vive apenas trés anos ¢ se reproduz em seu altimo
ano de vida”. Eles sobrevivem o primeiro ano com probabilidade +, o segundo com proba-
bilidade § e, entdo, produzem seis fémeas antes de morrer:

0 0 6
Matriz do besouro A=|1 0 0]
0+ 0

Mostre que A* = / e siga a distribui¢dio de 3.000 besouros num periodo de seis anos.

. Para a matriz de Fibonacci 4 = [: :I calcule 4%, 4* ¢ A*. Em seguida, utilize os conceitos

vistos neste capitulo ¢ uma calculadora para encontrar £,

. Prove que todo terceiro niimero de Fibonacci F, (K >0)em 0,1, 1,2,3, ... ¢ par.
. Diagonalize a matriz de Fibonacci completando S-':

[ 11 Al[A 0 ]

10 1 10 A i

Faga a multiplicagdo SA*S~! I ",] para encontrar seu segundo componente. Este é o k-ésimo
nuamero de Fibonacci F, = (A} — AS)(A, — \,).

. Suponha que cada nimero de “Gibonacci” G, _ , seja a média dos dois nimeros anteriores

G,,,¢G,. Entdo, G, ,=3(G,.,+G):

Gyyr = -2LGk+l 2 Jz'Gt é [Ghz ] _[ A ] IGA-l ]
Gy =G G G, '

k+l

(a) Encontre os autovalores e 0s autovetores de A.
(b) Encontre o limite conforme n — ~ das matrizes A" = SA"S™,
(¢) Se G,=0¢ G, = 1, mostre que os nimeros de Gibonacci tendem a 3.

. Suponha que haja uma epidemia em que todo més metade das pessoas saudaveis fique

doente e um quarto das que estdo doentes morra. Encontre o estado estaciondrio do proces-
so de Markov correspondente:

1
d‘¢l l 4 0 d‘
=lo 3 1
Sea =10 5 3| S
Wi+ 00 3f[w

. Os nameros A e A} satisfazem a regra de Fibonacci F, _,=F,  +F;

,\'hz p— A‘lﬂ +/\ll e A;-n o ,\;H +/\§_

Prove isto utilizando a equagiio original para os A (multiplique por A*). Em seguida, qualquer
combinagdo de Af ¢ A} satisfaz a regra. A combinaciio F, = (A] = AJ/(A, = A,) fornece o
ponto de partida certode |, =0e F = 1.

. Lucas comegoucom L, =2el =1 Aregral, ,=L, ,+ L, ¢amesma, de modoque
A ainda ¢ uma matriz de Fibonacci. Some seus autovetores x, + x,:
A IA [ +5)] L [H1-+5) [l L,
+ “l=1+ + - — = .
1 1 1 1 2 L,

Multiplicando-se por A*, o segundo componente ¢ L, = A} 4+ Af. Calcule o nimero de
Lucas L, lentamente por L, , , =L, | + L, ¢ aproximadamente por A}".

. Encontre os valores-limites de y, e =, (k — o) se:



11.

12.

13.

Vi =08y, +0.3z, Yo =0
20 =02y, +0,7z, 2, =3.

Encontre também as formulas para y, e =, a partir de 4* = SA*S-'.

Apresente a matriz de transi¢do 3 por 3 para um curso de Quimica que ¢ ministrado em dois
turnos, se a cada semana ; das pessoas no turno A e § das no turno B desistem do curso e
L de cada turno se transfere para o outro.

Empresas multinacionais na América, Asia ¢ Europa possuem bens de USS 4 trilhdes. No
principio, USS$ 2 trilhdes estdo na América e USS 2 trilhdes na Furopa. A cada ano, § do
dinheiro na América ¢ mantida e + vai para a Asia e Europa. Para a Asia e Europa, + ¢
mantida e 1 é enviada para a América.

(a) Encontre a matriz que fomega:

Am¢érica América
Asia = A | Asia
Europa | . . Europa |

(b) Encontre os autovalores ¢ os autovetores de 4.
(¢) Encontre a distribuig¢do limite dos USS 4 trilhdes quando o mundo acabar.
(d) Encontre a distribuigdo dos USS 4 trilhdes no ano 4.

Se A ¢ uma matriz de Markov, mostre que a soma dos componentes de Ax ¢ igual & soma
dos componentes de x. Suponha que, se Ax = Ax com A = |, 0os componentes do autovetor
sdo nulos.

Suponha que haja trés centros principais para caminhdes do tipo “faga a mudanga vocé
mesmo”. Todo més, metade desses caminhdes em Boston e Los Angeles vai para Chicago,
a outra metade permanece onde esta e os caminhdes de Chicago se dividem entre Boston
e Los Angeles. Determine a matriz de transi¢do 4 3 por 3 e encontre o estado estacionario
u__que corresponde ao autovalor A = 1.

14. (a) A partir do fato de que coluna 1 + coluna 2 = 2 (coluna 3), de modo que as colunas sio

15.

16.

linearmente dependentes, encontre um autovalor ¢ um autovetor de 4:

02 04 03
A=(04 02 03]
04 04 04

(b) Encontre os outros autovalores de 4 (ela é de Markov).
(c) Seu,= (0,10, 0), encontre o limite de A*u, conforme k — ~.
A solugdio para du/dt = Au = l‘: ‘("I u (autovalores i e —i ) gira em um circulo: u = (cos £,

sen 1). Suponha que aproximemos du/dt por diferengas progressivas, regressivas e centrali-
zadas PR, C:

(P)u, ,—u, =Au ouu  , = (I+ Au, (este ¢ o método de Euler).
(R)u, , ,~u,=Au, ,ouu, ,=(I-A)'u, (Euler regressivo).
©u,, ~u,=+A,  +u)ouu, _ =(1 - 14)"(1 + L4,

Encontre os autovalores de / + A, (/- A)" e (1 — +4)"'(1 + L4). Para qual equagio
das diferengas a solugdio u, permanece no circulo?

(a) Em que faixa de a ¢ b a equacio abaixo ¢ um processo de Markov?
a b - & 1
l—a 1-b|" *“ 11

(b) Calcule v, = SA*S~'u, para qualquer a e b.

Up oy = Au, =

(c) Em que condigdo de a e b, u, tende a um limite infinito conforme k — ~, e qual ¢é este
limite? A precisa ser uma matriz de Markov?



17.

18.

19.
20.

21.

22.

Multiplicando termo por termo, verifique se (/—A4)(/ + A + A* + ---) = [. Esta série repre-
senta (/ — A)™'. Ela é ndo negativa quando A ¢ ndo negativa, contanto que ela possua uma
soma finita; a condi¢do para isto € A . < 1. Some as séries infinitas ¢ confirme se ela ¢
igual a (/ - A4)"' para a matriz de consumo:

0 1 1
A=|0 0 1 que possui A . = 0.
0 0 0
Explique matematica ou economicamente por que o aumento da “matriz de consumo”™ A
deve aumentar 7, = A, (e desacelerar a expansio).
Quais valores de o produzem instabilidadeemv, =a(v, +w ) w,  , =a«a(v, +w)?
Quais sdo os limites conforme & — ~ (0 estado estacionario) das seguintes matrizes?
04 021 04 021 [0 04 0.2]
06 0810/} 06 08| [1[ 06 08|

Encontre os maiores valores de a, b e ¢ para os quais essas matrizes sejam estiveis ou neu-
tramente estaveis:

a —08 b 08 c 08
08 02/ [0 02) 0.2 &

Para A = [g ggl , encontre as poténcias 4* (incluindo 4”) e mostre explicitamente que suas

somas sdo compativeis com (/ —A)™".

Os problemas 23 a 29 siio sobre 4 = SAS ' e A* = SA'S!

23.

24.

28.

Os autovalores de A sdo 1 ¢ 9, osde Bsdo -1 ¢ 9:
5 4 4 5
LR

Encontre uma raiz quadrada matricial de A a partir de R = SVAS . Por que ndo existe
raiz quadrada matricial real de B?

Suponha que A ¢ B possuam o0 mesmo conjunto completo de autovetores, de modo que
A=S\S"eB=S\S". Proveque AB = BA.
Diagonalize B ¢ calcule SA*S' para provar essa formula para B*:

_13 1 i ; _|3% 3* -2
B—-[O 2] possul B —[0 20 l

26. (a) Quando o autovetor de A = 0 gera o espago nulo N(A)?

27.

28.

(b) Quando todos os autovetores de A = 0 geram o espago-coluna C(A4)?

Diagonalize A e calcule SA'S™! para provar essa formula para A4*;
.13 y s 1|58 +1 5% -1
=12 3] possul - A" =7 |5 1 s*+|]'

Se A e B possuem os mesmos valores de A com 0 mesmo conjunto completo de autovetores
independentes, suas fatoragdes em sdo as mesmas. Portanto 4 = B.



29. As poténcias Ak tendem a zero se todos os |A | < | e aumentam se qualquer |\ | > 1. Peter
Lax fornece quatro exemplos notaveis em seu livro Linear Algebra.

: 3 2 S 7 5 69
A—[l 4 = -5 -3 C—[—3 -4 Dl -3 —4]
| AM9%)| > 1070 plox — C'% - _C | D' < 10778

Encontre os autovalores \ = ¢’ de B ¢ C para mostrar que B* = I ¢ C° = -1



