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1 Introducao

Teoria de filas € uma das abordagens mais utilizadas no estudo de desempenho

e dimensionamento de sistemas de comunicagao de dados. Muita atencao deve

ser dada aos processos de chegada e atendimento. Boas referéncias podem ser
encontradas em http://web2.uwindsor.ca/math/hlynka/qonline.html.

2 Definicoes basicas
Considere a Figura 1. Elementos chegam a uma fila com uma taxa (ou ritmo) de

chegadas dada por A. Os elementos sao atendidos por M servidores com uma taxa
de atendimento dada por .
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T

Figura 1: Seqliéncia de chamadas do sistema RPC

Podem-se definir as seguintes variaveis:

TA Tempo médio de atendimento, dado por TA = 1/u;

IC Intervalo médio entre chegadas, dado por IC = 1/);
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TF Tempo médio gasto na fila;

TS Tempo médio gasto no sistema, dado por T'S = T'F + T A;
NA Numero médio de elementos sendo atendidos;

NF Nimero médio de elementos na fila;

NS Numero médio de elementos no sistema, dado por NS = NF + N A;

2.1 Leis de Little

As leis de Little aplicam-se a todos os sistemas de fila, independentemente do pro-
cesso de chegada e atendimento:

NF =TFA (1)
NS =TS\ @)

2.2 Ocupacao do Sistema
Define-se como ocupacao (ou utilizagdo) do sistema:

A
- M.

P 3)
Sendo que para que o sistema seja estacionario p < 1. Esta relagao é fundamen-
tal para o estudo de sistemas de filas. Caso p > 1 a fila aumenta indefinidamente.
A ocupacao do sistema nao possui unidade. Significa a parcela do tempo em que
os servidores estdo atendendo requisi¢goes. Logo, o tempo livre dos servidores pode
ser dado por 1 — p.

Exercicio 1: Considere um sistema onde chegam requisicées a um ser-
vidor. Abaixo estdo os valores para os intervalos entre chegadas e tempo
de atendimento para cada requisigao:

Intervalo entre Chegadas: 2,3 ; 0,5; 2,9; 2,2; 2,0; 2,2; 2,5; 2,6; 4,8; 1,3;
2,5;1,4;1,2;2,1;0,5.

Tempo de Atendimento: 4,1; 1,7; 6,9; 3,8; 1,8; 1,7; 1,3; 0,4; 3,4; 1,6; 0,8;
0,5; 3,5;2,8;0,1.

Determine:

a. O ritmo médio de chegadas.
b. O ritmo médio de atendimentos.

c. O tempo médio de espera na fila neste sistema (apenas observe a
dindmica da fila, ndo € necessario assumir nenhum modelo).
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d. A ocupacao do sistema.
e. O numero médio de elementos na fila e no sistema.

d

Exercicio 2:  Suponha uma operadora de cartdes de crédito. Muitos
comerciantes ainda utilizam a modalidade de conexdes discadas para
acessar o sistema. Sabendo-se que o tempo médio de atendimento é
de 20 segundos (tempo para enviar os dados necessarios para processar
a transacao) e que o sistema tem uma taxa de chegada de 1000 conexdes
por minuto, determine a quantidade minima de modems. O

3 Processos de Chegada e Atendimento

A identificacao dos processos de chegada e atendimento permite a utilizagao de re-
sultados bem estabelecidos para determinacao dos valores de T'F' (e consequiente-
mente de T'S, NF e NS) para sistemas de filas. A identificagdo de tais processos
utiliza os classicos testes de aderéncia, estudados em probabilidade.

4 Notacao de Kendall

E uma notagéo padréo para classificar sistemas de filas de acordo com as diferentes
configuragoes possiveis.

| A/B/C/K/P/Z

Distribuicado do intervalo entre chegadas
Distribuicao do tempo de servico
Numero de servidores
NUmero maximo de clientes no sistema (valor default oo)
Tamanho da populagao (valor default co)
Z Disciplina da fila (valor default FIFO)
As variaveis A e B podem assumir os seguintes valores:

TN Q W o=

M Distribuigdo exponencial (Markoviano);
D Deterministico;
E). Distribuicao de Erlang (k = shape parameter);

G Geral (qualquer distribuigao)
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Exemplo 3: D/M /n descreve uma fila com o intervalo entre chegadas
deterministico (sempre o mesmo intervalo), tempo de atendimento expo-

nencial e n servidores. O

5 Resultados Classicos

5.1 Modelo M/M/1

N A

NF = NS =2
n(p—A) MIA

TF = TS = L
u(p—A) D)

. _— , , Ay A\n
Probabilidade de existirem n clientes no sistema: P, = (1 — ;) (;)

5.2 Modelo M/M/c

N~ (M)’
1—A ; il
TF =TA. , A=-1=Y
(1—p)(1—pA) i (Mp)i
i
=0

5.3 Modelo M/M/c com Perda de Chamada
Neste modelo o tamanho da fila é igual a zero. Caso todos os servidores estejam ocu-
pados, as requisicoes sao perdidas. A probabilidade de obter-se o sistema ocupado
neste caso é dada por
(Mp)™

Pr [Ocupado] = ML

Mi
> e

=0

Em anexo pode ser encontrado um grafico com a probabilidade de perda em

funcao de p.

5.4 Modelo M/G/1
A equacéao que fornece o nimero médio de tarefas no sistema M/G/1, conhecida por

equacao de Pollaczek-Khinchin, é dada pela Equagao 4,

Teoria de Filas - Resumo e exercicios



Pedroso

1000 - - /

e J
/ e )‘/
/ //( f{ 7
T

100 ra < o~

2l
—o—M/G/1 =2
—&—M/G/1 =8
—>M/G/1 =16

Numero médio de tarefas no sistema E[n]

o L /=
[/ s
LS \

yia Vi
Ocupagdo do servidor (P

Figura 2: Numero de tarefas no sistema com desvio padrdo de ¢ = 0,2, 8, 16,32 no
sistema M/G/1 e no sistema M/G/1 PS

p2 0.2
E[n]:m [1+W}+p, p<l1 (4)

onde p é a ocupacao do sistema, dado pela razao entre a taxa de chegada )\ e
a taxa de atendimento p, p = A/u. O desvio padrao do tempo de servigo é repre-
sentado por ¢ e T'A indica o tempo médio de servigo. O tempo total de atendimento
pode ser calculado utilizando-se as leis operacionais de Little [?].

Segundo [?], a expressao que calcula o nimero de elementos no sistema M/G/1
PS é dada por E[n] = p/(1 — p). O tempo médio de resposta pode ser obtido com as
leis de Little.

Demais modelos podem ser encontrados em [?].

6 Exercicios Selecionados

Exercicio 3: Foi observado o comportamento de um certo servidor de
banco de dados durante um periodo de tempo onde o sistema era esta-
cionario.

Durante o periodo de 1 minuto de observagao, o tempo livre do sistema
(idle time) foi de 10 segundos. A taxa média de chegada foi de 5 requisicdes
por segundo.

Utilizando o modelo M/M/1, determine:
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1. A utilizacdo do sistema;

2. O nimero de médio requisicdes sendo processadas ;

3. O tempo médio de resposta;

4. A probabilidade do numero de tarefas no sistema ser maior que 10.

Ja é conhecido o fato de que os tempos de resposta em servidores se-
guem distribuicbes de cauda pesada. Recalcule os itens acima conside-
rando o sistema como uma fila M/G/1, aplicando valores crescentes para
o desvio padrao do tempo de servigo. O que ocorre com o tempo médio
de resposta a medida que a variacao do tempo de servico aumenta? O

Exercicio 4: Um sistema com uma base de dados consiste de 3 dis-
cos rigidos compartilhando uma fila tnica. O tempo de servigo para uma
requisicao de E/S é de 50m segundos. As requisigoes de E/S chegam ao
sistema a uma taxa de 30 requisi¢des por segundo. Utilizando o modelo
M/M/3, determine o seguinte:

1. A utilizagdo média dos discos rigidos;
2. A probabilidade do sistema esta ocioso;

3. O nimero médio de requisicdes de acesso no sistema e o nimero
médio de requisicoes esperando na fila;

4. O tempo médio de resposta.

a

Exercicio 5: Resolva o problema anterior assumindo que cada disco
rigido possua uma fila separada. O

Exercicio 6: Um banco possui dois funcionarios trabalhando no setor de
atendimento ao publico. O primeiro trabalha apenas com depositos € o
segundo, com retiradas. Sabe-se que ambos atendem uma média de 3
minutos por cliente (processo Markoviano), com um desvio padrao de 5
minutos. As chegadas sdo Markovianas, com média de 16 chegadas por
hora para os depositantes e 14 chegadas por hora para os que vao fazer
retirada. Qual seria o efeito no tempo médio no sistema (TS) se ambos os
funcionarios trabalhassem tanto com retiradas como com depo6sitos? O
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Exercicio 7: Suponha que um sistema computacional foi estruturado
da seguinte maneira: um cluster composto de 3 servidores recebe uma
requisicao, processa e encaminha para um dos dois servidores de banco
de dados que contem a informagao desejada. O cluster foi criado por-
que a capacidade de processamento dos computadores que processam
a requisicao é pequena em relagao aos servidores de banco de dados.
Suponha que o tempo médio de atendimento de uma requisigao por um
dos computadores do cluster € de 2 segundos. O tempo médio de aten-
dimento de uma requisigao para o servidor de banco de dados é de 0,5
segundo. O sistema recebe 3600 requisigoes por hora. Considere que
a distribuicdo de probabilidade que modela os tempos de atendimento é
a exponencial e que o processo de chegada é um processo Markoviano.
Utilizando a teoria de filas, determine:

1. Ocupacgao de cada servidor;
2. Tamanho médio da fila em cada um dos servidores e total;
3. Tempo médio de resposta em cada um dos servidores e total.

a

Exercicio 8: Um provedor de acesso a internet possui 52.291 clientes.
A taxa média de chegada é de 40 ligagdes por hora. Sabendo-se que
a tempo médio de conexao € de 10 minutos, e que ambos seguem a
distribuicao exponencial, qual sera a quantidade de modems necessarios
para que a probabilidade de perda de ligagao seja menor que 3%? O
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A Sistema M/M/c com Perda de Chamada

~

M/M/c com perda de chamada
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