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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Estacionariedade

» A observacdo de uma série temporal discreta realizada em
instantes de tempo 7y,72,...,7T¢t,...,Tn pode ser denotada
por X(11), X(72),...,X(7¢),...,X(7n). Normalmente sdo
consideradas séries temporais discretas onde as observacoes
sdo realizadas em um intervalo fixo h. Quando N valores
sucessivos da série forem analisados, serd escrito
X1, X2, ..., X¢,..., Xy para denotar observacdes realizadas a
intervalos de tempo equidistantes
0o+ h,0+2h,...,70+ th,..., 70 + Nh. A esperanca serd
denotada E(X) = y; a variancia serd denotada por
VIX]=E [(X - u)z} = 02; a auto-covariancia com
defasagem k serd denotada por E [(X: — p)(Xe—k — p)] = V&
e a auto-correlacdo com defasagem k serd denotada por
Pk = Yk/70-
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T Estacionariedade
Auto-Similaridade e Long Range Dependence LRD e SRD

Auto-similaridade e a geometria fractal

Estacionariedade

» Estacionariedade estrita: X; é estritamente estacionario se
[Xeys Xty - oy Xe,] € [Xtyks Xtytks --» Xt,+k] pOSSUEM a
mesma distribuicdo conjunta para todo n € N.

» Estacionariedade fraca ou de segunda ordem: A funcdo de
auto-covariancia (r,s) = E [(X, — u)(Xs — p)] deve
satisfazer a relacdo de invariancia
v(r,s) =~(r+ k,s+ k) Vr,s, keZ.
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T Estacionariedade
Auto-Similaridade e Long Range Dependence LRD e SRD

Auto-similaridade e a geometria fractal

Processo com Dependéncia de Curta Duracao

» Processo com meméria de curta duragdo ou Short Range
Dependence (SRD) indica o fendmeno onde a observagdo
corrente nao é correlacionada com observagdes muito antigas.
Para um processo SRD, a func¢do de auto-correlacdo decai
rapidamente para zero.

» O valor H = % ¢ o limite entre a LRD e a SRD. Processos
com % < H < 1 s3o LRD, enquanto processos com
0<H< % sdo SRD. O efeito da LRD serd maior quando H
estiver préximo a 1.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Processo com Dependéncia de Longa Duracao

» E o fendmeno!

ocorre quando observacdes de um evento s3o
significantemente correlacionadas com observagcdes muito
distantes no tempo. Este fend6meno é de particular interesse
na modelagem de trafego, uma vez que as pesquisas
comprovaram que o trifego em redes modernas de

comunicacdo frequentemente apresenta LRD.

» Em um processo LRD a fun¢do de auto-correlacdo py decai
para zero muito lentamente em fung¢do do deslocamento k.
Processos auto-similares apresentam LRD.

lteste123
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Processo com Dependéncia de Longa Duracao

» Seja X;, t =1,2,..., um processo estaciondrio de segunda
ordem. Se existe uma constante c¢ tal que
Yk ~ ¢/k*, 0 < o < 1, entdo o processo possui LRD.

» Hurst foi um famoso hidrélogo interessado no Egito e no rio
Nilo que mostrou em 1951 que o nivel do rio Nilo é uma
sequéncia LRD. Por razdes histéricas, o parametro de Hurst
H =1 — «/2 é utilizado para representar a auto-similaridade.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Fractais

» O modelo auto-similar foi estudado pelo matematico George
Cantor no século XIX, em um estudo que o levou a teoria
sobre fractais aprimorada por Benoit B. Mandelbrot.

» O valor H = % € o limite entre a LRD e a SRD. Processos
com % < H < 1 s3o LRD, enquanto processos com
0<H< % sdo SRD. O efeito da LRD serd maior quando H
estiver préximo a 1.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Fractais

» A montagem do Conjunto de Cantor apresentado na abaixo,
onde a sequéncia de iteracdes é representada usando a
dimensao vertical, produz um objeto auto-similar. Para a
montagem do conjunto, um dado segmento de reta é dividido
em 3 partes iguais, sendo a parte central do segmento
descartada, e assim recursivamente. O modelo geométrico
referido é atingido no limite de infinitas iteracdes do processo
descrito.
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T Estacionariedade
Auto-Similaridade e Long Range Dependence LRD e SRD

Auto-similaridade e a geometria fractal

Fractais

» Um objeto auto-similar em 2 dimensGes é mostrado abaixo.
Este objeto é conhecido como floco de neve Koch, formado
pela divisdo do segmento de reta em trés partes iguais,
removendo-se o segmento central e incluindo-se dois
segmentos do mesmo tamanho do segmento que foi removido
conectados em suas extremidades aos segmentos restantes e
entre si. A regra recursiva é executada sobre todos os
segmentos de reta restantes. Imagine que a montagem da
figura prossiga indefinidamente. Qualquer ampliacdo em
escala de uma por¢ao do objeto resultante possui semelhancas
entre si.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Fractais - Exemplos

v

Alguns fractais

v

Fractais na natureza

v

Mandelbrot set

v

Ver apresentacdo Ashish Gupta
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http://www.rupert.id.au/fractals/images.php
http://webecoist.com/2008/09/07/17-amazing-examples-of-fractals-in-nature
 http://video.google.com/videoplay?docid=6460130356432628677

T Estacionariedade
Auto-Similaridade e Long Range Dependence LRD e SRD

Auto-similaridade e a geometria fractal

Fractais

» Um dos conceitos fundamentais para a compreensao da
auto-similaridade é o conceito de dimensao, que sera
abordado a seguir. Na geometria Euclidiana, um ponto possui
dimens3o zero, uma linha possui dimensdo 1, um plano possui
dimens3o 2 e assim por diante. A dimens3o fractal de um
objeto é definida pela Equagdo 1: um objeto auto-similar é
caracterizado pelo niimero N de cépias de si préprio criado
com uma alteracdo de escala, enquanto ¢ indica o tamanho
relativo da cépia em relagcdo ao objeto original.

d— logN
loge

(1)
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Fractais

» Suponha, por exemplo, o conjunto de Cantor. Cada divisdo da
figura original produz uma mudanca de escala onde sdo
criadas duas figuras iguais a original (N = 2) e o tamanho da
figura serd 3 vezes menor (¢ = 3). O processo se repete de
modo que a dimensdao d = 0,631 permanece invaridvel. Para
o fractal floco de neve, a quantidade de novos segmentos
criados a partir da figura original serd N = 4, com seu
tamanho reduzido em € = 3. A dimensao fractal deste objeto
serd d = 1,262:

» E possivel determinar a dimens3o fractal de um objeto
observado fazendo uso da definicido. O procedimento,
chamado contagem de caixas, é o seguinte:
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Dimensao Fractal

» 1- Coloque um grid sobre o objeto com quadrados de
dimensao 9. Conte quantos quadrados contém pontos da
figura e chame o resultado de N(gg);

» 2- Repita o passo 1 utilizando quadrados com dimensao
€1 =¢e0/2,60 =€1/2,... e anote o resultado em
N(go), N(e1), - - -;
» 3- A dimens3o d é o niimero tal que lim._, a.e~¢ (derivado

da equagdo anterior), onde a é uma constante. Na pratica, d
pode se estimado como

4 — logN(ei+1)/logh(eit1)
loge; + 1/logeii1

(2)
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T Estacionariedade
Auto-Similaridade e Long Range Dependence LRD e SRD

Auto-similaridade e a geometria fractal

Dimensao Fractal

» A grande dificuldade do procedimento apresentado é
selecionar o valor apropriado para i. Objetos reais n3o
possuem um nivel de granularidade infinitamente grande ou
infinitamente pequeno. Além disso, a auto-similaridade pode
manifestar-se apenas em determinadas escalas.

» O parametro de Hurst esta relacionado com a dimens3o
fractal através da relagdo d =2 — H.;
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Auto-Similaridade

» Assuma uma variavel aleatéria com E[X] = 0. Pela
estacionariedade, ¥(r,s) = v(r — s,0) e a auto-covaridncia
serd dada por . Para formular a invariancia de escala,
primeiro define-se o processo agregado X(™ de X em um
nivel de agregacao m.

mk

m 1

X} ):E S X (3)
t=m(k—1)+1

> Isso significa que X; é particionado em blocos n3o sobrepostos
de tamanho m, seus valores sdo anotados e k é utilizado como
indice nestes blocos. O valor de X; representa a quantidade
de informac3o observada.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Definicao de Auto-Similaridade

» Seja v(™ (k) a funcdo de auto-covariancia de X(™).
Assumindo que o processo é estaciondrio de segunda ordem,
pode-se colocar a seguinte definicdo de auto-similaridade.

o2

Y= (k+1)2H -2k 4 (k—1)21|, Vk>1 (4)

> implica em v, = ’y/((m), Vm > 1. A auto-similaridade

estaciondria tem sido o modelo dominante para a modelagem
de trafego em redes de comunicagdo modernas. A funcdo de
auto-correlacdao de um processo auto-similar apresenta um
lento decaimento em funcdo do deslocamento k e

1/2 < H < 1. Processos SRD apresentam H < 1/2.
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Estacionariedade
LRD e SRD
Auto-similaridade e a geometria fractal

Auto-Similaridade e Long Range Dependence

Definicao de Auto-Similaridade

» Um processo serd auto-similar do ponto de vista estocastico
se 0 processo mantém caracteristicas estocdsticas sobre uma
certa faixa de escalas, de modo a satisfazer a relacdo dada
pela equacdo abaixo. A interpretacdo desta equacgdo ¢ a
seguinte: o processo estocdstico X; deslocado em escala por
um fator constante m possui aproximadamente as mesmas
caracteristicas de X; em termos de sua distribuicao de
probabilidade. A amplitude do processo X,,; resultante sera o
de X; multiplicado por m", com H representando o
pardmetro de Hurst.

Xt =g m" Xe, m >0 (5)
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Estatistica R/S
Método da Varidncia

Identificacao de um processo auto-similar .
< P N Método da Transformada de Wavelet

|dentificacdo de um processo auto-similar

» Um dos fatores que indicam a presenca da auto-similaridade é
o lento decaimento da fun¢do de auto-covaridncia.

Nivel minimo do Nilo em metros
1000 1100 1200 1300 1400
I

T T T T T T T T
600 700 800 900 1000 1100 1200 1300

Anos
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Estatistica R/S
Método da Varidncia

Identificacao de um processo auto-similar .
< P N Método da Transformada de Wavelet

|dentificacdo de um processo auto-similar

by LD

| 4 Defasagem

» No entanto, o lento decaimento da ACF por si sé ndo é
suficiente para indicar a presenca da auto-similaridade.

Carlos Marcelo Pedroso Auto-Similaridade do Trafego de Telecomunicacdes



Estatistica R/S
Método da Varidncia

Identificacao de um processo auto-similar .
< P N Método da Transformada de Wavelet

Estatistica R/S

> A auto-similaridade manifesta-se através de uma linha reta no
grafico log-log na estatistica R/S. Para um dado conjunto de
ndmeros {Xi,..., X,} com média amostral i e varidncia
amostral S2(n), o parametro de Hurst H ¢ dado pela razdo
R(n)/S(n) (ou estatistica R/S), onde R é calculado através
da Equacao 6.

R(n)= max {z,k:l(x,- ) 1<k< n}
—min {Zle(Xi —n),1<k< n}

» O valor esperado de R(n)/S(n) assintoticamente satisfaz a
relagio E[R(n)/S(n)] — ant conforme n — oo com
I<H<L

(6)
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Estatistica R/S
Método da Variancia

Identificacao de um processo auto-similar -
< P N Método da Transformada de Wavelet

Método da Variancia

» Este é um método simples e apresenta resultados aproximados.
Consiste em verificar a auto-similaridade assintética através
do grafico do estimador 2™ da varisncia do processo
agregado, dado pela Equagdo 7. Para valores suficientemente
grandes de m, 02(m) ~ ¢ m2(1=H) para uma constante c.
Isto pode ser verificado em uma escala logaritmica.

(m) N/m

2(m) _ m (m) 32

o2 = 2 Zj(xt ) (7)

> Neste método, a variancia o2(" = Var{X;{™} em um nivel
de agregacdo m deve ser colocado em um grafico em escala

logaritmica (02('") x m). A inclinagdo assintética da reta
formada serd a = —2(1 — H).
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Estatistica R/S
Método da Varidncia

Identificacao de um processo auto-similar Método da Transformada de Wavelet

Método da Trasnformada de Wavelet

» Wavelets sdo fun¢des matemdticas que seccionam os dados
em diferentes componentes de frequéncia e entdo estudam
cada componente com uma resolucdo ajustada a sua escala.
Elas possuem vantagens sobre os métodos tradicionais de
Fourier para a andlise de situacbes onde o sinal contém
descontinuidades e picos. Wavelets foram desenvolvidas
independentemente nos campos da matematica, fisica
quantica, engenharia elétrica e geologia sismica.

» O procedimento basico de andlise de uma série temporal
consiste em um algoritmo recursivo que constréi a func3o,
desloca-a e troca sua escala. A fungdo original é decomposta
em um conjunto de escalas e representada como pardmetros
da funcdo padrdo, o que torna a andlise menos sensivel ao
ruido porque mede as flutuagdes médias do sinal em diferentes
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Estatistica R/S
Método da Varidncia

Identificacao de um processo auto-similar Método da Transformada de Wavelet

Automacao da analise

» O software estatistico R possui o pacote FArma que
disponibiliza fun¢Ges para andlise de séries auto-similares,
incluindo diversos métodos para estimar o parametro de Hurst.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Modelo ON-OFF

» A figura abaixo mostra um dos modelos mais populares para
geracdo de trafego de voz, o modelo ON-OFF. Neste modelo,
0s pacotes sdo gerados somente durante o periodo onde o
estado do sistema é ON. Durante o periodo onde o estado é
ON, os pacotes sdo gerados com intervalos fixos entre
chegadas; a sucessdo entre estados ON e OFF é modelada

pela distribuicdo exponencial.
o
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Modelo ON-OFF

» O modelo IPP (Interrupted Poisson Process) modifica o
modelo ON-OFF de tal maneira que, quando o processo estd
no estado ON, a chegada dos pacotes sera realizada de acordo
com a distribuicdo de Poisson com taxa A.

» No entanto, estes dois casos constituem modelos que levam a
séries com dependéncia de curta duragao.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Modelo ON-OFF

» Um dos resultados mais interessantes obtidos foi quando a
distribuicdo do tempo ON ou do tempo OFF é modelado por
uma distribuicdo de cauda pesada, o trafego resultante
apresenta dependéncia de longa duragdo.

» Para este caso, H = (3 — «)/2, onde « é o pardmetro de
forma (shape) da distribuigdo.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Distribuicoes de Cauda Pesada

» Uma das explicacdes sobre as causas do trafego de
telecomunica¢des auto-similar é a natureza dos objetos
transmitidos na Internet: tamanho de arquivos, tamanho de
objetos na Web, ritmos de chegada de conexdes ou mesmo
tempo que o usudrio processa informacdes s3o descritos por
uma distribuicdo de cauda pesada, que torna o trafego total
observado uma série temporal com memdria longa.

» Uma varidvel aleatéria X possui distribuicio de cauda pesada
se:

Pr{X>x}~x"% x—=00, 0<a<?2 (8)

onde « é chamado pardmetro de forma (shape parameter).
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

A distribuicdo de Pareto

» A distribuicdo de Pareto é uma distribuicdo de cauda pesada
cuja fungdo de distribuicdo de probabilidade é dada pela
equacgdo abaixo, onde 0 < o < 2 é o parametro de forma e 3
é chamado de pardmetro de localizacdo. A esperanca é dada
por E[X]=af/(a—1),a > 1.

«

Pr{XSx}zl—(;), B <=x 9)

» A distribuicdo de pareto é uma das distribuicGes de cauda
pesada mais utilizadas na modelagem de trafego.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Fractional ARIMA (FARIMA)

» O modelo FARIMA proposto por Hosking em 1981 é uma
extens3o natural do processo ARIMA que permite valores reais
para o grau de diferenciagdo (parametro d do modelo
ARIMA).

» A diferenciagdo utiliza a Equacdo 10 alterada com d
representando um ndmero real, —1/2 < d < 1/2. Neste
modelo, X; é um processo LRD se 0 < d < 1/2 e SRD se
d=0.

Carlos Marcelo Pedroso Auto-Similaridade do Trafego de Telecomunicacdes



Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Fractional ARIMA (FARIMA)

» Em um modelo FARIMA com LRD, o parametro de Hurst estd
relacionado com o pardmetro d através da relacio H = d + %

» O operador de diferencas é redefinido como

(e o]

VX =) <Cil)(—1)"xt,-, ~1/2<d<1/2 (10)

i=0
> e o coeficiente binomial pode ser interpretado como

d i T(=d+1)
() - Caritn ()
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Movimento Browniano

» O termo movimento Browniano? refere-se a:

1. O fendmeno fisico em que mindsculas particulas imersas em
um fluido movem-se randomicamente; ou

2. Os modelos matematicos utilizados para descrever tais
movimentos randémicos.

» Ver:

1. http://www.youtube.com/watch?v=6VdMp46ZIL8
2. http://www.youtube.com/watch?v=BaX7DOSvK1k

2em homenagem ao botanico Robert Brown
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Movimento Browniano

» Matematicamente, o movimento Browniano pode ser
caracterizado por um processo de Wiener, que é um processo
continuo no tempo com incrementos independentes. Para
cada valor positivo de t, denote o valor do processo por W;.

O processo sera caracterizado pelas duas condi¢Ges seguintes:
1. Para0<s<t, Wy — W;~ N(0,t—s). N(u,o?) denota a
distribuicdo normal com média y e variancia o?;
2. Para 0 <s <t <u<v,ou seja, dois intervalos [s, t] e [u, v]
nao sobrepostos, W; — W5 e W, — W, s3o varidveis aleatdrias
independentes.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Movimento Browniano Fracionario

» No movimento Browniano fraciondrio (fBm), os incrementos
também s3o normalmente distribuidos — mas nao
independentes. Para um nimero H com 0 < H <1 em um
intervalo de tempo [s,t], 0 < s < t, o valor do processo
Wi — Wi ~ N(0, (t — s)H). Seja o valor § = t — s a escala de
observacdo. O incremento do processo estard relacionado em
todas as escalas. Este modelo leva a um processo
auto-similar, com dependéncia de longo prazo.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Movimento Browniano Fracionario

» O modelo fBm tem sido utilizado para estudar o trafego em
redes de comunicacdo digital. Uma variacdo proposta é o
movimento Browniano multi-fracionario (mBm), onde ao
invés de utilizar-se um niimero H se utiliza uma funcao
continua no tempo H(t), chamada fun¢do de Holder, e tem
merecido atenc3o dos pesquisadores.

» No entanto, Darryl Veich, et al., questionam a qualidade das
ferramentas matematicas disponiveis atualmente para a
andlise das propriedades multi-fractais do trafego.
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Modelo ON-OFF

Modelo FARIMA

Movimento Browniano Fracionario
Modelos de trafego Auto Similares Modelo SURGE

Scalable URL Reference Generator

» Modelos de desempenho para servidores Web podem utilizar
ou n3o caracteristicas de comportamento do usudrio. Modelos
baseados na teoria de filas, como o modelo M/G/1/K*PS n3o
consideram o comportamento do usudrio nem o contetido do
servidor. Por outro lado, no modelo SURGE o conhecimento
do comportamento do usuério e do contetido do servidor sdo
utilizados para atingir uma melhor aproximacao do trafego
real.
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Scalable URL Reference Generator

» O modelo SURGE para geracdo de trafego é baseado em um
autdomato ON-OFF que captura o comportamento do usudrio.
Quando o sistema estd no estado ON, a sess3o esta ativa
enviando os objetos requisitados na sessdo. O intervalo de
tempo entre os arquivos enviados durante a sessdo é
denominado de tempo active-off. O tamanho dos arquivos e o
numero de referéncias em uma sessdo de usudrio também é
utilizada. As principais varidveis do modelo s3o:
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Scalable URL Reference Generator

» Tempo OFF: Eo tempo que o usudrio permanece pensando.
Normalmente modelado por uma distribuicdo de Pareto;

» Tamanho dos arquivos: E o tamanho dos objetos transmitidos.
Normalmente modelado por uma distribuicdo de Pareto;

» Nidmero de referéncias: Nimero de arquivos transmitidos em
uma sessdo de usuario. Também modelado normalmente por
uma distribuicdo de Pareto;

» Tempo active-off: E o intervalo de tempo entre os arquivos
transmitidos em uma sessdo de usudrio. Modelada pela
distribuicao de Weibull;

Page URL ~ Embedded ltem URL ~ Active OFF

Y

URL 1 |OFF[ URL 2 | OFF |URL3 OFF

Y

Time

 — ON Object —— Inactive OFF —
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Scalable URL Reference Generator

> Popularidade: E o niimero relativo de acessos realizados a um
arquivo individual. A popularidade de arquivos em servidores
Web segue, via de regra, a lei de Zipf. A lei de Zipf
argumenta que se os arquivos forem ordenados do mais
popular para o menos popular, entdo o nimero de referéncias
a um arquivo P tende a ser inversamente proporcional a sua
posic3o na classificacio r, ou P = kr~! para uma constante
positiva qualquer k;
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» Localidade temporal: A localidade temporal assume que, uma
vez tendo sido requisitado um arquivo, a probabilidade de que
ele seja novamente requisitado no futuro aumenta. Para o
estudo desta varidvel os acessos sdo armazenados em uma
estrutura de pilha. A distancia entre os acessos nesta pilha
sdo estudados e modelados comumente com uma distribuicao
lognormal.

» Trafego agregado resultante: auto-similar.
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Exercicio

» Escolher um método para geracao de uma série temporal
autosimilar.
» Auvaliar a qualidade através de:

1. Inspecdo visual da série.

2. Verificacdo da funcdo de auto-correlac3o.

3. Estimac3do do pardmetro de Hurst utilizando os métodos
disponiveis no pacote fArma (R).
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