Exercicios - G

Carlos Marcelo Pedroso, Universidade Federal do Parana

2016 do curso de Pés Graduagao em Engenharia Elétrica da UFPR. Este

gabarito foi elaborado para orientar estudantes sobre (1) os procedimentos
usados para resolugao dos exercicios (2) aplicacao de softwares auxiliares, com o
uso do Maxima e do Gnuplot e (3) o uso do Latex para formatagao. As duas
referéncias que estou usando sobre este assunto sao de fato muito boas. A primeira
[1] aborda o assunto de maneira féicil e didédtica, enquanto a segunda [2] se aprofunda
na teoria.

G abarito da lista de exercicios sobre Cadeias de Markov para disciplina TE816-

1 Fundamentos

Considere o seguinte diagrama de transigoes de estado:

0,8 0,8
0,1 e 0,9
0,2 0,1 0,1
Os estados sao dados respectivamente por A, B e C. Suponha a seguinte notacao: Xg, X1,..., Xn,

onde n representa o passo da cadeia.

a) Escreva o diagrama de transicao de estados correspondente.

o

Determine P(X; = A| Xy = B).

Determine P(X; = C| Xy = A).

o

AlX, = A).

)
)
Determine P(Xy = B| Xy = A).

)

—

)

)

) (
d) Determine P(Xs

) (

) Se P[Xg=A,Xo=B,Xo=C]=1[09005005], calcule P(X; = C).

)

Calcule as probabilidades de estado estacionario. Mostre os célculos (ndo vale fazer P10 no
matlab).

g
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1.1 Solucoes
1.1.1 ltem a)

P:matrix([0.2,0.8,0],[0.1,0.1,0.8],[0,0.9,0.1]1);
tex (’%il);

02 08 O
P={(01 0.1 0.8
0 09 0.1

1.1.2 ltem b)

P(X, = A|Xo=B)=0.1

1.1.3 ltem¢c)
P(X;=C|Xo=A)=0

1.1.4 ltem d)

P2 = P.P;
tex (’7%03);

0.12 0.24 0.64
P?2=10.03 0.81 0.16

0.09 0.18 0.73
P(Xy=A|Xg=A)=0.12

1.1.5 lteme)
P(X2=B|Xo=A)=0.24

1.1.6 ltem f)

(%i5) U:matrix([0.9,0.5,0.5]);

(%05) [ 0.9 0.05 0.05]
(%i6) U.P;

(%06) [ 0.185 0.77 0.045 ]

P(X,=C) =045

1.1.7 Item g)

W:matrix([wl,w2,w3]);

P:matrix([0.2,0.8,0],[0.1,0.1,0.8]1,[0,0.9,0.11);
W.P=W;

# [ 0.1 w2+0.2wl 0.9w3+0.1w2+0.8wl 0.1 w3+0.8w2]=1_[wl w2 w3]
solve([0.1*w2 + 0.2*wl-wl, 0.9%w3 + 0.1*w2 + 0.8*wl-w2, wil+w2+w3-1], [wl,w2,w3]);

wy = 9/145; wy = 72/145; w3 = 64/145
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2 Professor Distraido

Um professor se alterna entre seu gabinete e sua casa. Se na hora da saida estiver chovendo e
existir um guarda chuvas (no gabinete ou em casa), o professor sai com o guarda chuva e deixa
no destino. Caso nao haja guarda chuva disponivel, o professor sai na chuva e se molha. Suponha
que existe uma probabilidade p de chover em Curitiba e o professor possua 3 guarda chuvas.
Determine:

a) Matriz de transigdo de probabilidade para o sistema e diagrama de transi¢do de estados
correspondente.

b) Determine a probabilidade do professor se molhar.

¢) Se em Curitiba p = 0.6, determine qual serd o nimero minimo de guarda chuvas para que a
probabilidade do professor se molhar seja menor que 5%.

2.1 Solucao
2.1.1 item a)

A melhor abordagem neste caso é representar o nimero de guarda chuvas no local onde o professor
estd. A transicdo de estado representa um dia.

1-p b 1-p

2.1.2 item b)

W:matrix([wl,w2,w3,wd]);

P:matrix([0,0,0,1],[0,0,1-p,p], [0,1-p,p,0], [1-p,p,0,01);

W.P=W;

# [1-p)ws pwid+ @ -p) w3 pw3+ (1 -p)w2 pw2+wl]=7_[wl w2 w3 wid]

Sistema de equacoes
(I1—plwg=w; (1

(1)

wy+1—pwsg=wy (2)
(3)

)

pws+wy =wy (4

pws+ (1 —p)wr =ws

Eliminando (4) e em seu lugar usando w; + w2 + w3 + w4 = 1 podemos resolver:

solve( [(1-p)*w4-wl, p*wd + (1 - p)*w3 - w2, p*w3 + (1 - p)*w2 - w3, wil+tw2+w3+wd-1 1],
[wil,w2,w3,wd]);

# p-1 1 1 1
#(ho74) [lwl = ————- y W2 = = —mmm—- » W3 == —----- , W == —m=--- 1]
# p- 4 p- 4 p-4 p-4

Resposta wy *x p = 0.07059

2.1.3 item b)

Resposta: Ppolhar = pwi = p {E}
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2.1.4 itemc¢)

Resposta: Substituindo p = 0.6 obtemos Pyoimar = 0.07059
Uma breve andlise. Plotando o grafico de Ppohar com o0s seguintes comandos do gnuplot,

gnuplot> f(x)=x*(1-x)/(4-x)

gnuplot> set xrange [0:1]

gnuplot> set terminal pdf

Terminal type set to ’pdfcairo’

Options are ’ size 5.00in, 3.00in ’

gnuplot> set output ’P-molhar.pdf’

gnuplot> plot f(x) title ’P[molhar]’ with lines linestyle 1

obtemos
0.08

0.07 - 4

o
o
)
T
!

P[molhar]
o
o
(9]
T
|

o
=)
S
T
!

0.03 - ,

0.02 - B

0.01 - 4

0 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Paradoxalmente, quanto maior a probabilidade de chover, menor a probabilidade do professor
se molhar. Por curiosidade, derivando a expressao p.é’%}l e igualando a zero, obtemos um ponto
de méximo em x = 0.68

3 Aposentadoria do Engenheiro parte 1

Um Engenheiro planeja acumular R$1.600.000,00 para sua aposentadoria. Atualmente ele possui
no banco R$100.000,00 e infelizmente todo seu saldrio é gasto em suas despesas mensais - a
familia aumentou e ele tem gastos que nem imaginava antes.

Ele esta estudando apostar em investimentos de maior risco. Em particular, hd um investimento
que pode dobrar o capital em cada ano. O investimento remunera bem, mas o risco é alto: ou
ele tem o lucro, ou perde tudo. Ao final do ano, a probabilidade de dobrar o capital é p e a
probabilidade de perder tudo é de 1 — p.

Se o Engenheiro investir todo o seu dinheiro, determine:
a) Probabilidade de atingir a meta;

¢) Numero médio de anos para ficar sem nada;

)
b) Probabilidade de ficar sem nada;
)
d)

Ntmero médio de anos para atingir a meta.
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3.1 Solucao

Podemos escrever o seguinte diagrama de transicao de estados, onde no interior do estado é
colocada a quantidade de dinheiro disponivel ao Engenheiro. O Estado inicial é “100K”.

Q:matrix([0,p,0,0],[0,0,p,0],[0,0,0,p],[0,0,0,01);
I:matrix([1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0]1,[0,0,0,11);
X:I-Q;

N:invert (X);

c:matrix([1], [1],[1],[1]);

t:N.c;

fullratsimp(t);
R:matrix([1-p,0], [1-p,0], [1-p,0], [1-p,p1);

B:N.R;

fullratsimp(B);

tex (?’%07);

tex (’’%010);

PP+ +p+1
p?+p+1
t
p+1
1
1—pt pt
B 1_p3 p3
B = 1_p2 p2
I—-p p
3.2 item a)

Probabilidade de atingir a meta: p* (vai ser dificil do engenheiro terminar rico).

3.3 item b)
Probabilidade de ficar sem nada:1 — p*

3.4 itemc)

Niimero médio de anos para ficar sem nada: (1 —p*).(p> +p? +p+1)

3.5 item d)

Niimero médio de anos para atingir a meta: (p*).(p* +p?> +p+1)
Uma anadlise interessante a respeito deste resultado. Usando o gnuplot para fazer o grafico da
fungao, utilizando os comandos:

gnuplot> f(x)=(x**4)* (x**x3+x**2+x+1)
gnuplot> g(x)=(1-x**4)* (x**3+x**2+x+1)
gnuplot> plot f(x), g(x)
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gnuplot> set xrange [0:1]
gnuplot> set terminal pdf
gnuplot> set output ’Falencia.pdf’
gnuplot> plot f(x), g(x)

obtemos:
4

I I
Numero médio de anos para sucesso

35 Numero médio de anos para faléncia

25 - b

Tempo (anos)

15 - b

05 - 4

L | 1
° 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P
Como p representa a probabilidade de dobrar o capital a cada ano, observa-se no gréafico que
para p = 1 o Engenheiro nunca ira falir, e o nimero médio de anos para faléncia é zero. Se p = 0,
o Engenheiro ird perder tudo logo no primeiro ano. Também é possivel observar que se p for
muito pequeno o numero médio de anos para faléncia é muito pequeno. A estratégia parece
comecar a melhorar um pouco quando as curvas se cruzam.
Observe o diagrama de transicdo de estados. Mesmo sem usar a teoria de cadeias de Markov,
a resposta pode ser encontrada facilmente.

4 Aposentadoria do Engenheiro parte 2

Considere o problema anterior. O Engenheiro era esperto, tinha estudado processos estocasticos
na universidade, fez as contas e pensou em uma nova estratégia. Desta vez, ele planeja investir
somente metade de seu dinheiro a cada ano se o valor total for menor ou igual a R$100.000,00. Se
ele possuir um valor maior que R$100.000,00, ele ir4 investir todo o lucro do ano no préximo ano.
Considere que se o Engenheiro tiver menos que R$10.000,00 no banco, ele ficaré desesperado
e gastard o dinheiro todo com mulheres e bebidas. Felizmente, pesquisando o mercado, o
Engenheiro descobriu que o valor de p é de 40%.
Determine:

a) Probabilidade de atingir a meta;

c¢) Numero médio de anos para ficar sem nada;

)

b) Probabilidade de ficar sem nada,;
)
)

d

Ntmero médio de anos para atingir a meta.

Qual das duas estratégias é melhor?
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4.1 Solucao

Para resolver o problema, podemos escrever o diagrama de transicao de estados a seguir:

4 4 4
"0

O estado 0 é a faléncia. O estado 8 é o sucesso. A solugao serd aproximada porque tivemos
que forgar uma modelagem utilizando um numero finito de estados. No entanto, a resposta serd

proxima suficiente para permitir a analise. O estado inicial é o estado 4.

Utilizando o Maxima:

Q:matrix( [0 ,0.4 ,0 ,0 ,0 ,0 ,01,
[0.6 ,0 ,0.4 ,0 ,0 ,0 ,01,
[0 ,0.6 ,0 ,0.4 ,0 ,0 ,01,
[0 ,0 ,0.6 ,0 ,0.4 ,0 ,01,
[0 ,0 ,0 ,0.6 ,0 ,0.4 ,0],
[0 ,0 ,0 ,0 ,0.6 ,0 ,0.4],
[0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0.6 ,01);
I:matrix([1,0,0,0,0,0,0],
(0,1,0,0,0,0,0],
(0,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,1,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,0,0,1,0],
[0,0,0,0,0,0,11);
X:I-Q;
N:invert (X);
fullratsimp(N) ;

c:matrix([1],[1]1,[11, [1], 011,011, [11);

t:N.c;
tex (7’%047);
R:matrix([0.6,0],

[0 ,ol,
[0 ,ol,
[o ,o1,
(o ,ol,
[o ,ol,
[0 ,0.41);

B:N.R;

4.187946074544014
7.969865186360033
11.14274385408406
t= | 13.4020618556701
14.29103885804917
13.12450436161776
8.874702616970657
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0.9796986518636  0.0203013481364

0.949246629659  0.050753370340999
0.9035685963521  0.096431403647899
B = 10.83505154639175 0.16494845360825
0.73227597145123  0.26772402854877
0.57811260904044  0.42188739095956
0.34686756542427  0.65313243457573

Em média em 13,4 anos a cadeia sera absorvida. A probabilidade de faléncia é de 83,5% e de
sucesso 16,5%. No caso anterior, a probabilidade de sucesso para este caso seria de 2,56%. A
sequnda estratégia é melhor. A chance dele melhorou muito, embora o final seja feliz de qualquer
maneira.

5 Lancamento de moedas

Considere o langamento de uma moeda equilibrada. O resultado pode ser cara (A) ou coroa (O),
com uma probabilidade de 1/2. Utilizando cadeias de Markov, determine o nimero médio de
langamentos para obter a sequéncia AOA.

5.1 Solucao
Os estados representam a sequéncia obtida:
1/2
1/2 1/2 1/2
1/2 Qualquerw / 1
1/2
Q:matrix([0.5,0.5,0],[0,0.5,0.5],[0.5,0,0]);
I:matrix([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]);
X:I-Q;
N:invert(X);
c:matrix([1], [1], [11);
t:N.c;
10.0
t=1| 8.0

6.0
Serao necessarias 10 jogadas em média.

6 Empresa de transporte

Uma empresa de transporte possui 2 caminhoes. Considere que o tempo gasto no atendimento
das solicitacoes (Ty) é exponencialmente distribuido. Também sdo exponencialmente distribuidos
o intervalo de chegada de solicitagoes (Ts), o tempo gasto na oficina para reparo de um defeito
no caminhao (7},) e o intervalo de tempo entre defeitos em um caminhao (7y).

Considerando todas estas variaveis, determine a probabilidade de nao haver caminhdo disponivel
para atender uma solicitacdo. Este problema deve ser resolvido com cadeias de Markov de tempo
continuo. Use a seguinte notagao:

pu = 1/T, Taxa de atendimento das solicitagoes;
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A = 1/Ts Taxa de chegada de solicitagoes;
a =1/T,; Taxa de defeitos de um caminhao;

B =1/T, Taxa de reparo de um caminhao;

6.1 Solucao

O estado representa a respectivamente quantidade de caminhdes na garagem, em atendimento e
em reparo:

b a
b‘

W:matrix([wl,w2,w3,wd,w5,w6]);

Utilizando o Maxima:

P:matrix( [(-(c+a)) ,c ,0 ,a ,0 ,01,
[m ,(=(c+a+m)) ,c ,a ,0 ,0],
[o ,m ,(-(m+a)) ,0 ,a ,01,
[b ,0 ,0 ,(=(c+a)) ,c ,al,
[0 ,b ,0 ,m , (=(m+b)) ,a],
[0 ,0 ,0 ,b ,0 ,=bl);

W.P;
(%010) Col 1 =[bwd +muw2+ (-c-a) wl]
Col2=[bwb+mw3+ (-m-c-a2a) w2+ cwll]

Col 3=[(-m-a) w3 + c w21
Cold=[bwb+muwb+ (-c-a)wd+aw2+ awl]
Col5=[(-m-b)wb+cwld+aw3d3] Col6=[-bw+awd+auwid]

solve( [b*wd + m*w2 + (- ¢ - a)* wil,
b*wb + mx w3 + (-m - ¢c - a) * w2 + c*x wl,

(- m - a) *u3 + c*x w2,

bx w6 + mx wb + (- ¢c - a) *wd + ax w2 + a*x wi,
(-m - b) *wb + c*x w4 + a*x w3,
wl+w2+w3+wd+wb+w6-1]1, [wl,w2,w3,wd,w5,wb]);

#/%05 w6 = ... (equagdo que ndo da para entender em texto)

(%16) tex (’’%05);

wg € a probabilidade de estado estaciondrio que representa o estado de falha total:

e
¢~ B
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onde

A=—(ab—a*)m3+ ((ab—a*)c+ab*+a?b—2a>)m* + ((ab—a®) P + (ab* + a®b—2a®) c+

2020 —a®b—a")m+ (a®>b* —aPb)c+a>b? —a'b

B=0*+a*)m3+ (2 +ab+a®)c+b>+2ab®>+a?b+2a>)m* + (20* +ab +a®) &2 + (VP +
dab® +3a*b+2a*)c+2ab® +a?b* +2a*b+a')m+ (B> +ab)c® + (b° +3ab® +2a?b) 2+
(ab®+a®b*> +2a®b) c+a® b +a'b
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