Exercicios

Carlos Marcelo Pedroso, Universidade Federal do Parané

de P6s Graduagao em Engenharia Elétrica da UFPR. As duas referéncias que
estou usando sobre este assunto sao de fato muito boas. A primeira [1] aborda
o assunto de maneira facil e didatica, enquanto a segunda [2] se aprofunda na teoria.

Lista de exercicios sobre Cadeias de Markov para disciplina TE816 do curso

1 Fundamentos
Considere o seguinte diagrama de transigoes de estado:

1/2

1/4 C 1/5

2/5

Os estados sao dados respectivamente por A, B e C. Suponha a seguinte notacao: Xg, X1,..., Xn,
onde n representa o passo da cadeia.

a) Escreva o diagrama de transicao de estados correspondente.

o

Determine P(X; = A|Xo = B).
Determine P(X; = C| Xy = A).
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Determine P(Xo = B| Xy = A).
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) Determine P(Xo = A| Xy = A).

) (

) Se P[Xg=A,Xo=B,Xo=C]=][01080,1], calcule P(X; = C).
)

Calcule as probabilidades de estado estaciondrio. Mostre os cdlculos (ndo vale fazer P1% no
matlab).

g
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2 Resposta Imunoldégica

Um estudo de resposta imunoldgica em coelhos permitiu estabelecer 4 grupos. De uma semana
para outra, os coelhos podem variar a sua classificagdo de um grupo para outro de acordo com a
seguinte matriz de transicao de probabilidade:

1 2 3 4
1[5/7 2/T 0 0

21 0 1/2 1/3 1/6
3l 0 0 1/2 1/2
4l 0 0 1/4 3/4

Determine:
a) Qual a proporgao de coelhos no grupo 1 ainda estarao no grupo 1 depois de quatro semanas?

b) Se na primeira semana hd 9 coelhos no grupo 1, 4 coelhos no grupo 2 e 5 coelhos nos grupos
3 e 4, quantos coelhos sao esperados em cada grupo apds trés semanas?

¢) Apés muitas semanas, qual o nimero de coelhos esperado em cada grupo?

3 Problema Meédico

Os médicos que diagnosticam calculos biliares assintoméaticos sao confrontados com a decisao
de remocao imediata da vesicula biliar para prevenir possivel risco de vida/complica¢oes ou
adiar a cirurgia até que ocorram complicagoes. Na auséncia de um estudo clinico, a andlise da
cadeia de Markov é muitas vezes a tinica maneira eficaz de avaliar os beneficios e riscos de vérios
tratamentos médicos estratégias. Cadeias de Markov podem ser usadas para modelar o cendrio
acima. (*Sox, H., M. Blatt, M. Higgins, and K. Marton, Medical Decision Making, Butterworth
Publishing,Boston, 1988, pp. 191-193).

Considere que sao realizadas observacoes no paciente através de exames realizados de 4 em
4 meses. Suponha que, em uma estratégia de adiar a cirurgia, um paciente pode continuar
a ter calculos biliares assintométicos com probabilidade de 0,95. O paciente com calculos
biliares assintoméaticos pode apresentar uma das duas complicagoes maiores: (1) apresentar
colesistite, necessitando de cirurgia, com probabilidade de 0,04; e (2) um paciente com céalculo
biliar assintomético tem probabilidade de morte de 0,01. A cirurgia possui risco de morte,
com probabilidade de 0,005. Uma vez realizada a cirurgia bem-sucedida, o paciente entra
na recuperacao. Noventa por cento dos pacientes em recuperacao ficam bem, enquanto 9%
permanecem no estado de recuperacao considerando o perfodo de exame de 4 meses e 1% morre
durante a recuperacao. Uma vez que um paciente é curado, considere ele nao apresenta mais o
problema de célculo biliar até a morte natural.

a) Modele o problema usando cadeias de Markov, e explique o seu modelo.
b) Qual a probabilidade de um paciente com célculo biliar assintomético curar-se 7

¢) Qual a probabilidade de uma paciente com célculo biliar assintomatico morrer em decorréncia
do problema?

d) Quanto tempo em média um paciente com cédlculo biliar assintomatico leva para morrer em
decorréncia do problema?

e) Quanto tempo em média um paciente com célculo biliar assintomético leva para apresentar
colestite?
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4 Modelo de Fecundidade - parte 1

A alteragao de padroes de comportamento social como o incremento na idade de casamentos,
divércios, etc. tem profundos efeitos na taxa de crescimento populacional. Particularmente, o
problema é pode ser analisado através do tempo médio dos periodos mais férteis das mulheres.
Em um modelo simplificado, os periodos de fertilidade feminina podem ser discretizados nos
seguintes estados:

e E(O: Puberdade.
e E1: Solteira.

e E2: Casada.

e E3: Divorciada.
e E4: Viuva.

e E5: Idade nao fértil, morte ou emigracao da populacao.

A matriz de transi¢do de probabilidade pode ser obtida a partir de dados demograficos. O
levantamento realizado é anual. Considere um caso especifico onde:

EO E1 E2 E3 FE4 E5
E0f 0,99 0 0 0 0.05]

0
E1] 0 0,75 0,20 O 0 0.05
p_ E2]1 0 0 0,60 0,25 0,05 0.10
E3] 0 0 0,15 0,8 0 0.05
E4] 0 0 005 0 0,9 0.05
0

E5]1 0

0,0 0 0 1

Considerando que cada um dos estados apresenta uma taxa de fecundidade constante, indique
como esta cadeia de markov pode ser usada para determinar a taxa de natalidade populacional.
Considere que o periodo mais fértil é representado pelo estado E2.

5 Modelo de Fecundidade - parte 2

Considere o mesmo problema anterior.

Engenheiros sociais argumentam que € possivel alterar o comportamento da populacao através
de vinculagao conteidos na TV aberta e manipulagao de resultados de pesquisas realizadas na
Internet, alterando as probabilidades de transicao do estado E1 para E2, da seguinte forma:

EO E1 E2 E3 FE4 ES

EO[ 0 0,95 0 0 0 0.057
E1l 0 0,95—p p 0 0 0.05
p_ B2 0 0 0,60 0,25 0,05 0.10
E3| 0 0 0,15 0,8 0 0.05
E4| 0 0 0,06 0 0,90 0.05
E5| 0 0 0,0 0 0 1

onde 0 < p < 0,95.

Em contrapartida, médicos argumentam que melhorando o atendimento de saide para a
juventude é possivel obter o mesmo efeito, alterando as probabilidades de transicao da seguinte
forma:
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EO0O  E1 E2  E3 FE4 ES

EOfO0 1—¢ O 0 0 gq
EL| 0 0,75 0,20 0 0 0.05
p_ B2/ 00 060 025 0,05 0.0
E3l0 0 015 08 0 0.05
E4Al 0O 0 0,06 0 0,9 0.05
E5/0 0 00 0 0 1|

onde 0 < ¢ < 1.
Analise as duas possibilidades.

6 Cadeias de Markov em Tempo Continuo

Considere um barbeiro. A sala de espera tem duas cadeiras na area de espera, além de uma
cadeira onde o cliente é atendido. Se um cliente chega e todas as cadeiras estao ocupadas, ele vai
embora. Caso contrario ele aguarda o atendimento. Considere que a taxa de chegadas é de A
clientes por hora e que a taxa de atendimento é de u clientes por hora. Suponha que os tempos
de atendimento sao exponencialmente distribuidos e que p > A. Determine o niimero médio de
clientes no estabelecimento.

7 Desafio

Proponha exemplo de aplicagao de cadeias de Markov para (1) ensino ou (2) pesquisa em sua
area de atuacao.
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