CAPITULO VIII

Analise de Circuitos RL e RC

8.1 Introducao

Neste capitulo serdo estudados alguns circuitos simples que utilizam elementos
armazenadores. Primeiramente, serdo analisados os circuitos RC (que possuem apenas
um resistor e um indutor) sem fonte e em seguida os que possuem fonte independente.
Um procedimento serd mostrado para essa dltima andlise. Do mesmo modo, os circuitos
RL’s serdao analisados do mais simples, ou seja, sem fonte, até a configuracdo que
utiliza fonte.

As andlises aqui realizadas s@o para circuitos com apenas um resistor € um
elemento armazenador de energia. Contudo, os procedimentos empregados e as
equacdes deduzidas podem ser aplicados em circuitos com mais elementos, pois alguns
circuitos podem ser simplificados através da aplicacio de métodos e teoremas ja
abordados.

8.2 Analise de Circuito RC sem Fonte

Um circuito RC sem fonte € o resultado de uma desconexao repentina de uma
fonte cc em um circuito RC, quando, entdo, a energia armazenada anteriormente no
capacitor € liberada para o resistor.

Considere o circuito da figura 8.1, onde se supde que o capacitor estd
inicialmente carregado. Como a tensdo no capacitor ndo pode variar abruptamente,
entdo:

vC(O+)=VC(O_)=vC(O)=VO (8.1)
> |
t=0 iy fc
Y R C

T

Figura 8.1: Circuito RC sem fonte.

No instante t = 0 o interruptor é aberto e o capacitor comeca a descarregar.
Aplicando a LCK, ao n¢ superior do circuito, tem-se:

i +i. =0 8.2)
Como i. = Cdv/dt e ir = V/R, entdo:
Yie® oo (8.3)
R dt
Dividindo a expressdo por C:
v _ (8.4)
dt RC
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Esta equacdo é chamada de equacdo diferencial de 1° ordem, pois existe a 1°
derivada em relacdo ao tempo t. Para resolvé-la dispde-se os termos da expressdo da
seguinte forma:

dv 1

- dr (8.5)
1% RC
Integrando dos dois lados:
t
Infv_(#)]=In|v (0)|=—— 8.6
)=l 0)]=-—= (8.6)
Onde In[v(0)], € a constante de integracdo. Aplicando propriedade logaritmica:
nte® __t 8.7)
v.(0) RC
Ou:
v (1) =V,e /R 8.8)

A partir do instante em que o interruptor € fechado, a tensdo no circuito decresce
de forma exponencial conforme mostra a Figura 8.2.

0.50
037
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L.

21 31 4t 51 tr(s)

Figura 8.2: Grafico do fator de decaimento de tensio no
circuito RC sem fonte em fun¢do do tempo.

A velocidade com que a tensdo diminui com o passar do tempo € expressa
através de um termo chamado constante de tempo denotada pela letra grega t (tau). Na
expressao 8.8:

T=RC [s] (8.9)

A tensdo no circuito serd Voe™! [V], quando para t = T e, portanto, a constante de
tempo de um circuito € o tempo necessdrio para que a resposta caia por um fator de 1/e,
ou seja, 36,8% do seu valor inicial.

Outra maneira de se entender a constante de tempo € através do tracado da reta
tangente da curva no ponto t = 0, como mostra a figura 8.2. Para tanto se segue a

seguinte deducdo:
= _%ec
oo =4[ Ye :i(eﬁec):_e (8.10)
vV, ) dt RC
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vty 1 &k

o

(8.11)

Em conjunto as equagdes 8.10 e 8.11 resultam na equagao 8.9.

Observe que, como a curva de descarga € exponencial, o capacitor levard um
tempo infinito para estar completamente descarregado. Na prética considera-se que apds
transcorrido um tempo igual a 5t o capacitor estard com carga desprezivel.

Utilizando o conceito de t, a equacgéo 8.8 fica da seguinte maneira:

v(t) = Voe% (8.12)

A Tabela 8.1, mostra que, de fato, em t = 5t 0 capacitor terd menos que 1% da
carga inicial. Geralmente se considera que o circuito atingiu o regime permanente apos
transcorrido um tempo igual a 5t.

Tabela 8.1: Tabela com dados de fator de decrescimento

Tempo t | V(t)/ Vy

T 0,36788
2t 0,13534
3t 0,04979
4t 0,01832
St 0,00674

Exemplo 1: Um capacitor de 1mF tem uma tensao inicial de 50V. Determine o tempo
5t caso seja descarregado:
a) Através de um resistor de 100KQ;
b) Através de um resistor de 1MQ.

8.3 Resposta Completa para Circuito RC

Em muitos dos circuitos praticos, ha mais do que uma resisténcia e uma
capacitancia. Neste caso, deve-se reduzir o circuito original a um circuito equivalente
com apenas uma resisténcia e uma capacitincia e definir a constante de tempo

7=R,C,,. Quando isto ndo for possivel, o circuito ndo € de primeira ordem, sendo,

portanto, abordado posteriormente.
Considere o circuito da Figura 8.3.

t=0

I \ IC

+

Figura 8.3: Circuito RC com fonte de corrente.
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Entdo, uma equacdo que engloba as caracteristicas (tensdo e corrente) deste
circuito, é:

I=i,(t)+i.(1) (8.13)
dv. () 1 _
C7+va(t)—l (8.14)

Ou, dividindo todos as variaveis por C:
dv (1) 1 1
Clt—v (1) =— 8.15
% RC (1) C (8.15)

Observa-se que a equagdo 8.15 € uma equacgdo diferencial de 1° ordem e pode
ser resolvida utilizando o método matematico descrito a seguir.

Método Matemdtico cldssico para solugdo de equagies diferenciais:
Considere a equacao 8.15. A resposta completa para esta equacdo serd a soma de
duas outras respostas, uma chamada resposta homogénea v () e outra chamada

resposta particular v, (7). A soma dessas duas repostas resulta na tensdo v, (f) , ou seja:
v. () =v, (@) +v, @) (8.16)

Os itens de ‘a’ a ‘c’ que se seguem, mostram como encontrar a resposta
homogénea e a resposta particular para a equagdo 8.16.

a) Solugdo homogénea:
E a solugdo para equagdo homogénea, ou seja, a solugdo para a equagao:

— +R—v‘(t):0 (8.17)

Na andlise de circuitos elétricos, encontra-se freqiientemente, como solucio de
uma equagdo diferencial de 1° ordem, uma funcdo exponencial ou a soma de
exponenciais do tipo:

v, () =k,e" (8.18)

Entdo, para resolucdo da equacido diferencial 8.17, supde-se que 8.18 € solugdo e
determina-se o valor da constante k, e k,, como se segue.

kyt

@+$kﬂek" ) (8.19)
13
kyt 1 kit

ke + ket =0 (8.20)
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1
k,=—— 8.21
1= TR0 (8.21)

E a equacgdo para a solu¢do homogénea fica da seguinte maneira:

v (6) =k, ke (8.22)

A outra constante k, ¢ determinada posteriormente, considerando a solucdo
completa e a condi¢@o inicial dada.

b) Solucdo da equacdo particular.
A solug@o particular v, (r) € determinada a partir da fungdo caracteristica da

fonte que excita o circuito e ¢ uma combinag¢do linear desta funcdo e de suas derivadas,
com cada termo multiplicado por uma constante a ser determinada.

Para o exemplo, tem-se uma fonte de excitacdo de corrente continua e, portanto,
a solugdo particular é:

v, () =k, (8.23)
Onde k; pode ser determinada substituindo v, (f) na equagdo original (8.15), ou
seja:
k
d—2+Lk2 _L (8.24)
dt RC C
1 I
0+—k,=— 8.25
RC* C (8.2
k, =RI (8.26)
c) Solugdo completa.
v.(t) = kae_%*c + RI (8.27)

8.4 Circuito RL sem Fonte

Supde-se que o indutor da figura 8.4 estd sendo percorrido por uma corrente
elétrica inicial. Como a corrente no indutor nao pode variar abruptamente, entao:

i(0)=i(0")=i(07)=1, (8.28)

1
t=0 "
- +
Vo E| |ve vy L
+ —
=

Figura 8.4: Circuito RL sem fonte.

Aplicando LTK ao circuito da figura 8.4, tem-se:
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v, +v, =0 (8.29)

Como vi= Ldi/dt e vg = Ri, entdo:

L£+Ri =0 (8.30)
dt
Arranjando os termos:
ﬁ = —Bdt (8.31)
i L
Integrando dos dois lados:
mt= R (8.32)
I, L
Ou:
i) =1,6"" (8.33)

Da mesma forma que ocorre para o capacitor, hd um decaimento exponencial da
corrente no indutor como € mostrado na Figura 8.5.

i
L, A
1.0
0.75
0.50 | Tangente em t =0
0.37
0.25 -
B o | | | -
0 T 27 3T 4t 5T £ (s)

Figura 8.5: Gréfico do fator de decaimento da corrente em func¢io do tempo no
circuito RL sem fonte.

A tensdo no indutor é:

v (0= L3 =gy i) (8.34)
dt
O valor de 1 seguindo a definicdo feita na se¢do 8.1 é:

. :§ [s] (8.35)

8.5 Resposta Completa para Circuito RL

Nao ¢€ dificil estender os resultados obtidos para o circuito RL simples a um
circuito contendo vdrias indutincias e resisténcias. Basta que se obtenha o circuito
equivalente com uma unica indutincia e uma tunica resisténcia. Quando isto nédo for

possivel, o circuito ndo € de primeira ordem, sendo que circuitos de segunda ordem
serdo estudados em outro capitulo.

Considere o circuito da Figura 8.6.
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Figura 8.6: Circuito RL com fonte de corrente.

Aplicando LCK:
I=iy(t)+i (1) (8.36)
di,(t) R. RI
——+—i, () =— 8.37
a 0T (837

A resposta completa para esta equagdo serd a soma de duas outras respostas,
uma chamada resposta homogénea i, (r) e outra chamada resposta particular i, (), ou

ch
seja:
i () =i, (0)+1i, () (8.38)

Para solucionar a equacdo 8.38 seguem-se passos semelhantes aos efetuados
para o circuito RC, conforme descritos nos itens de ‘a’ a ‘c’ que se seguem.

a) Solugdo homogénea:
E a solucgdo para equagdo homogénea, ou seja, a solugdo para a equagao:

di,) R.
p” +L1L(t)—0 (8.39)

Na andlise de circuitos elétricos, encontra-se freqiientemente, como solucio de
uma equagdo diferencial de primeira ordem, uma funcido exponencial ou a soma de
exponenciais do tipo:

i, () =k,e" (8.40)

Entdo, para resolucdo da equacao diferencial 8.39, supde-se que 8.40 € solugio,
assim:

kyt

—d("j )+§k0e"" =0 (8:41)
t
kyt R kit

kjgl+zky‘=0 (8.42)
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k =—— (8.43)

E a equacgdo para a solu¢do homogénea fica da seguinte maneira:
i =ke b (8.44)

A outra constante k, ¢ determinada posteriormente, considerando a solucdo
completa e a condi¢do inicial dada.

b) Solucdo da equacdo particular.

A solugdo particular i,,(f) € determinada a partir da fungdo caracteristica da
fonte que excita o circuito e € uma combinag¢do linear desta funcdo e de suas derivadas,
com cada termo multiplicado por uma constante a ser determinada.

Para o exemplo, tem-se uma fonte de excitacdo de corrente continua e, portanto,
a solugdo particular é:

1, (1) =k, (8.45)

Onde k; pode ser determinada substituindo v, (#) na equagdo original (8.37), ou

seja:
dk
—2+£k2 _N (8.46)
dt L L
R RI
0+—k, =— 8.47
L? L (847
k,=1 (8.48)
c) Solugdo completa.
L =ke Tt rl (8.49)
Exercicios

ES8.1 Determine a tensao v¢(t) e a corrente i.(t) no circuito da figura E8.1, considerando
que v.(0)=V, e I #0.

Figura E8.1: Circuito para exercicio.
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ES8.2 Determine a tensdo v.(t) para o circuito da figura E8.2. Considere que o capacitor
possui uma tensdo v.(0)=V,.

Figura E8.2: Circuito para exercicio.

E8.3 A chave da figura E8.3 esteve na posi¢do ‘a’ por um longo tempo, até que em t =
4s ela € movida para a posi¢ao ‘b’, permanecendo la. Determine v(t) para t = 10s, sendo
Vo=24V,R; =80Q, R,=20QeC;=0,1F.

R, a b

“( ET

Figura E8.3: Circuito para exercicio.

Je

E8.4 Considere o circuito da figura E8.4. Determine v,(t) se i(0) = 2A e v(t) = 0.
Considere R1=1Q, R, =3Q e L, =0,25H.

R,
L 1 O

() C) 0

Figura E8.4: Circuito para exercicio.
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E8.5 Se a entrada em pulso da figura E8.5a for aplicada ao circuito da figura E8.5b,
determine a resposta i(t). Considere R;=5Q, R, =20Q e L, = 2H.

Ry

v(t)[V] A

i)
10 !

o) (] ng

1 "is)
(a) (b)

Figura E8.5: Circuito para exercicio.

ES8.6 Considere o circuito da figura E8.6. Calcule i(t) parat < 0 e t > 0. Considere Vy =
80V, R; =40Q, R, =30Q, R3 =50Q e C; = 3F e que a chave S; abre contato em t = 0.

Ryt R;
o i

T .
v, C_) = O, 50,5 R,

Figura E8.6: Circuito para exercicio.

ES8.7 Para o circuito mostrado na figura E8.7, determine v(t) para t > 0. Considere V, =
20V, I =2A, R; = 12Q, R, =20Q, R3 = 6Q, R4 =5Q, L; =0,5H e que a chave S; abre
contato em t = 0.

2D [ e e O

Figura E8.7: Circuito para exercicio.
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ES8.8 Determine ix(t) e vx(t) no circuito da Figura E8.8. Considere que o capacitor esta
inicialmente carregado com uma tensao de 15V.

5Q

0,1F

80 i

1202

Yy

Figura E8.8: Circuito para exercicio.

ES8.9 Determine v(t) para o circuito da figura E8.9.

20V

30

t=

BN

0

10Q

1

I

20mF |

Figura E8.9: Circuito para exercicio.

ES8.10 Determine ij(t) no circuito da figura E8.10.

t=0

rg

Figura E8.10: Circuito para exercicio.

ES8.11 Determine i(t) e ix(t) no circuito da Figura ES.11.

40

I

Figura E8.11: Circuito para exercicio.
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ES8.12 Determine v(t) no circuito da figura ES.12.

t=0
g
100
600 +
[ 20002 D 500 4
50V

Figura E8.12: Circuito para exercicio.

I

E8.13 O interruptor S; do circuito da figura E8.13 é fechado quando t = Os. Apdes 4ms
abre-se S,. Determinar a corrente no indutor nos intervalos 0 < t < 4ms.

—

5002 Sy
10V C)

000 |8,

0,1H

Figura E8.13: Circuito para exercicio.

ES8.14 Encontre v(t) para t > 0 para o circuito da Figura E8.14. Assuma que parat<0 o
circuito estava em regime permanente.

60
v é) 05H ) viy
NS

5uit)

Figura E8.14: Circuito para exercicio.

E8.15 No circuito da figura E8.15, fecha-se o interruptor na posi¢do 1, no instante t =
Os, aplicando-se a fonte de 100V ao ramo RC. Quando t = 500ms, o interruptor € levado

para a posicdo 2. Obter as equagOes da tensdo nos intervalos e discutir o transitdrio
(fazer grafico v x t).

f 1000 n
100vl _ Jsov
—‘EOHF

Figura E8.15: Circuito para exercicio.
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E8.16 Sabendo que a tensdo no capacitor C1 e a tensdo no capacitor C2 do circuito
E8.16, sdo respectivamente V, e 0 quando t = 0, determine v_ (t) e v_, ().

602 t=0

1
| S

Figura E8.16: Circuito para exercicio.

E&.17 Determine v, (f) no circuito da Figura E8.17.

23 t=0 3H

36V 12

Figura E8.17: Circuito para exercicio.

E8.18 A chave do circuito da figura E8.18, comuta de A para B e de B para A a cada
segundo a partir de t = 0. Determinar a maxima e minima corrente no indutor em regime
permanente.

200v<+> 20y

Figura E8.18: Circuito para exercicio.

88



