CAPITULO IX

Analise de Circuitos RLC

9.1 Introducao

Neste capitulo, serdo estudados os circuitos RLC’s, ou seja, aqueles que possuem
resistores, indutores e capacitores. Em geral, a andlise desses circuitos resulta em equacoes
diferenciais de ordens maiores ou iguais a dois. Porém, resolucdo de equagdes diferenciais
de ordens superiores a dois estd fora do objetivo deste manual e, portanto, dois € a ordem
maxima aqui estudada.

Primeiramente, uma descricdo analitica referente a equacOes de 2° ordem serd
abordada e posteriormente os circuitos serdo analisados aplicando essa abordagem.

9.2 Resolucao de Equacoes Diferenciais Lineares de 2° ordem

A forma geral das equagdes diferenciais lineares de 2° ordem é:
2
o, L0 B
dt t

+ayy(t) = F(1) 9.1)

Onde:

-t é avaridvel independente;

- y(t) é a varidvel dependente ou resposta;

- F(t) é a func¢do forcante (ou excitagdo).

Se:

- F(t) # 0 entdo a funcdo € dita ndo homogénea
- F(t) = 0 entdo a func¢ao € dita homogénea

A equagdo homogénea deve possuir duas solucdes diferentes e linearmente
independentes y;(t) e ya2(t). A solu¢do mais geral da equagdo homogénea é:

Vu () =k, () +k,y, (1) 9.2)
Onde k; e k; sdao determinadas constantes tais que satisfazem as condicdes iniciais
do circuito. S6 podem ser determinadas apds se encontrar a solucdo completa da equagao

diferencial.
A solucdo completa da equagdo diferencial ndo-homogénea sera:

y() =y () +yp(2) 9.3)

Onde yp(t) € qualquer solucdao da equacdo nao homogénea e é chamada de solucdo
particular.
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9.2.1 Solucao da equacao homogénea

Para solucionar uma equacdo homogénea se pode utilizar a solu¢do da equagdo de
segunda ordem padrdo (equagdo 9.4). Essa solucdo é deduzida a seguir.

+@,’y(1)=0 (9.4)

2
Y0y D0
dt d

Admitindo que yg(t) =e® seja uma solugiio da equagio 9.4 entio:
s’e" + 205" + w,’e" =0 9.5)
e (s> + 205+ @,’) =0 (9.6)
Para que essa equacdo seja satisfeita para todos os valores de t, € necessario que:
s> +205+w," =0 9.7)

A equagdo 9.7 é chamada equacdo caracteristica e é usualmente escrita por
inspecao direta da equagdo homogénea padrao. Obviamente para 9.7:

—2a*./4a’ 4w, 08
S = .

2

s=-at\ad’ -o, (9.9)

Pode-se observar que existem quatro casos possiveis de combinacdes para oL € (.
Os quatro casos possiveis estdo dispostos nos itens de ‘a’ a ‘d’ que se seguem:

a) a> @ : CASO SUPERAMORTECIDO . No caso superamortecido as raizes
sdo negativas (y/a’ — a)02 < &) e a solugdo da equagdo homogénea € a seguinte:

vy () =ke" +k,e™ (9.10)

Onde, s; e s; sdo, de acordo com a equacgdo 9.9:

> s =—a+ya’ -,
> s, =—a—+o’ —w,’

Um esbogo gréfico para o caso superamortecido é mostrado na figura 9.1.
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Figura 9.1: Grifico para o caso superamortecido.

b) a=a, : CASO CRITICAMENTE AMORTECIDOQ. No caso de amortecimento
“', ndo dard a solu¢do para

critico a solu¢do mais geral y,(¢)=ke" +k,e
equagdo homogénea. Isto ocorre porque neste caso, pela equagdo 9.9, s; = s, =-0
e as exponenciais da solucdo geral podem ser somadas resultando em uma
resposta homogénea como y, (¢) = k,e ™ que ndo torna possivel satisfazer as

condi¢des iniciais de um problema.

Entdo, para resolver tal questdo, faz-se necessario tomar a equacdo diferencial
homogénea:

d’y(1) dy(t) 2
+2a + )=0 9.11
dt* dt b ¥ o1
Para w,= o
d’y(t) dy(t) 2
+2x +a =0 9.12
- " () (9.12)
2
d ygt) P IORN0) Ly () =0 (9.13)
dt dt dt
d | dy dy
— | =+ + o —+ =0 9.14
dt{dt ay} [dt Oty} o
Chamando:
P P (9.15)
dt
Entao:
dx
dt
Supondo:
X = klesz (917)
Resulta em:
kzklesz +Cd€1€k2t =0 (9.18)
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Portanto:

x=—+ay=ke"

Dividindo-se toda a equacio 9.20 por e *

e“’%+a’ewy =k,
%[yem]: ky

[dly@e]= [Kar

ye” =kt +k,

(9.19)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

Desta maneira, obtém-se a forma desejada para a solu¢do (combinacdo de

duas solugdes linearmente dependentes):

y=kte ™ +ke ™

(9.25)

Um esboco do gréifico para o caso de amortecimento critico € mostrado na

figura 9.2.

Fuit) A

0

Figura 9.2: Gréfico para o caso de amortecimento critico.

¢) a< a: CASO SUB-AMORTECIDQO. No caso de sub-amortecimento, 0S

valores de s; e s, sdo valores complexos conjugados:

s=—ata’ - =s=—atjjo,’ -da’

(9.26)
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Chamando:

> og= o, -a

> s=-atjo,

Entao:

Yy (1) = ke m*H 00 4 eI (9.27)
yu)=e*” [klef”’”’ + kze‘f“’”] (9.28)

Usando a identidade de Euler:
e’’ =cos@+ jsend (9.29)
e’ =cos@— jsend (9.30)
v, =e" [k1 (cosw,t +senw,t)+ k,(cosw, — jsen a)dt)] 9.31)
v, (1) = e [(k, + ky)cosw,t + j(k, —k,)sen @,t] 9.32)

Como k; e k; sdo parcelas constantes, entdo, pode-se denominar:
A =k +k,

A, =k —k,
E a equacdo ficard da seguinte forma:

(9.33)

vy, () =e"[A cosm,t+ A, sen@,t]
ou (9.34)
v, (1) = Be ™ cos(@,t + @)

O gréfico resultante da equacgdo 9.34 tem a forma mostrada na figura 9.3.

yult) A

Figura 9.3: Gréfico para o caso sub-amortecido.

d) a=0e ay = @: CASO SEM AMORTECIMENTO OU OSCILATORIO
PURQ. No caso sem amortecimento, os valores de s; e s, sd0 imaginarios puros:

s=jw e s=—jw (9.35)
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O que resulta na seguinte solucao:
yu (1) = kcos(@w,t + @) (9.36)

Resumo:
Equacdo homogénea padrao:
2
d"y(®) 5, (1)

e +@,’y(t)=0 (9.37)

Equacio caracteristica:
s> +205+w, =0 (9.38)

s=-at o’ -o, (9.39)
Onde:

- o = freqiiéncia neperiana ou fator de amortecimento expresso em nepers por
segundo (Np/s);

- @y = freqiiéncia de ressonancia ou freqiiéncia natural;

- s = freqiiéncia complexa.

Solucao geral:

a) o> m,: SUPER AMORTECIDO
vy (@) =ke™ +k,e™ (9.40)

Onde:

2
- s =0+ a’ -,

2
- s, =—a—4ad -,

b) o= oy: CRITICAMENTE AMORTECIDO

vy () =kte™™ +k,e™ (9.41)
c) o< wy: SUBAMORTECIDO

y, (1) = ke ™ cos(w,t + @) (9.42)

Onde:

- W=, -
d) a=0, =0y SEM AMORTECIMENTO

y, (1) =kcos(w,t + @) (9.43)
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9.3 Circuito RLC paralelo sem fonte

Considera-se o circuito RLC paralelo mostrado na Figura 9.4.

Io i+
R L CT W,

Figura 9.4: Circuito RLC paralelo sem fonte.

Considerando a corrente I, inicial no indutor e a tensao V, inicial no capacitor:
. 1 o
Iy=i0)=— [ vy (9.44)

v(0) =V, (9.45)

Como os trés elementos estdo em paralelo, eles possuem a mesma tensdo. De acordo
com a convengdo de sinal passivo, a corrente deve entrar em cada elemento, ou seja, a
corrente que atravessa cada elemento estd deixando o né superior. Portanto, aplicando a
LCK ao n6 superior, tem-se:
dv

1+lj’vdt+C—_0 (9.46)
R L= dt

Derivando essa equagdo com relagdo a t e dividindo por C, tem-se:

d*v 1 dv 1
St ——+—V
dt RC dt LC

=0 (9.47)

Comparando a equagdo 9.47 com a equacao padrao:

dy@0) o dy® o
+2¢ + @, y(t)=0 9.48
dtz d 0 y( ) ( )
Tem-se para circuitos RLC paralelo:

=1 (9.49)

2RC

1
Wy =—F— (9.50)

95



Exemplo 9.1: Um circuito RLC paralelo tem um coeficiente de amortecimento exponencial
de 500 s e uma freqiiéncia angular de ressonancia é de 400rad/s. Experimentalmente é
determinado que a adi¢do de um capacitor de 2uF, em paralelo com o circuito, produz
amortecimento critico. Se a tensdo no circuito amortecido criticamente € v(t) e v(0) = 20V,

com % emt=0 de 2000V/s, determine v(t) para t > 0.

| = c== o=t

Figura 9.5: Circuito para exemplo 9.1, RLC paralelo.

Exemplo 9.2: Determine v(t) para o exemplo 9.1 considerando a adi¢do de mais um
capacitor de 20pF em paralelo como mostra a figura 9.6.

281,25Q|: 175H 3 555 pF— 20pF ==

L 1

Figura 9.6: Circuito para exemplo 8.2, RLC paralelo.
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9.3.1 Resposta de um circuito RLC paralelo ao degrau
Exemplo 9.3: Dado o circuito da figura 9.7 determine i; (t) e ir(t) para t>0.
t=0 200

Vi IERY)

W wi o owl] e O

Figura 9.7: Circuito para o exemplo 9.3.
Solugado:

a) Quandot<O:
200

44 <‘D 20H 3 200 D O]s v 301

Figura 9.8: circuito para t < 0; exemplo 2.

b) Quando t > 0:

4A<T> 20H

Figura 9.9: circuito para t > 0; exemplo 2.

A

wl] el

Este circuito € equivalente ao circuito da figura 9.10.

S

4A<T> 20H 100 D 8 mF ——

Figura 9.10: Circuito para t > 0 redesenhado; exemplo 3.
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9.4 Circuito RLC Série sem Fonte

Considera-se o circuito RLC série mostrado na Figura 9.11.

R L
L 1 4tk
—»
L +

Figura 9.11: Circuito RLC série.

Considerando a corrente inicial I, no indutor e a tensao inicial V, no capacitor:
1 ¢0,
Vo =0 = [ it (9.51)
ilo)=1, (9.52)

Aplicando a LTK na malha da Figura 9.11:
S
Ri+Lﬂ+—j idt =0 (9.53)
dt Co=

Derivando esta equagao em relagdo a t e dividindo por L, tem-se:

2. .
d—j+5ﬂ+ii =0 (9.54)
> Ldr LC

Comparando esta equacdo com a equacao padrao:

dz D 4 2 df{ ® 4 oy =0 (9.55)
Portanto, para circuitos RLC série, tem-se:
R
o= b (9.56)
W, = L (9.57)

Exemplo 8.4: Considera-se o circuito RLC série apresentado na figura 9.12. No instante t =
0 ocorre o chaveamento do interruptor. Determine a corrente através do indutor L.

98



1na 100 100 mH

L | L | diih
“is

mv(f) 100 pF =

Figura 9.12: Circuito para exemplo 3, RLC série.
Solugdo:
a) Quandot<O0:
100 100 100mH 2002

— T I
10 100 pF == :|>1ov¢

Figura 9.13: Circuito para t<0.

b) Quandot> 0:
2000 100 mH

Figura 9.14: Circuito para t>0

Exemplo 9.5: Achar a resposta v¢(t) do circuito abaixo:

320 12 H
—L

t=0 +
1y 1F == w.(i)

Figura 9.15: Circuito para exemplo 4, RLC série.

+

w0y =10"
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Exercicios

E9.1 Para o circuito da figura E9.1, calcule o valor de R necessario para uma resposta com
amortecimento critico. Considere R; = 60Q, C; =0.01Fe L; =4H.

=

Figura E9.1: Circuito para exercicio.

E9.2 Para o circuito da figura E9.2, qual valor de C € necessario para uma resposta

subamortecida com fator de amortecimento unitario (o = 1) . Considere R; = 10Q, C; =
10mF e L; = 0,5H.

@ T T

Figura E9.2: Circuito para exercicio.

E9.3 Para o circuito da figura E9.3, calcule i(t) par t > 0. Considere R; = 5Q, R, = 10Q e R3
=10Q,L,=3/4H,C;=1/3He I, =2A.

QIS
ii(t) N

oL s,

R

Figura E9.3: Circuito para exercicio.
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E9.4 A chave do circuito da figura E9.4 foi movida da posi¢do ‘a’ para ‘b’ em t = O.
Determine i(t) para t > 0. Considere R; = 6Q, R, =2Q e R3 =14Q,L; =2H, C; =0.02H e I,

=4A e V,=12V.

Figura E9.4: Circuito para exercicio.

E9.5 Dado o circuito da figura E9.5, determine i(t) e v(t) para t > 0. Considere R; = 1Q, R,
=2Q,L;=1H, C; =0.25H e V,=6V. A chave S; fecha contato em t = 0.

= C,

Figura E9.5: Circuito para exercicio.
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E9.6 Determine i(t) para t > 0 no circuito da figura E9.6. Considere R; =4Q, R, =5Q, L, =
5H, C; =1/20H, V. =12V e I, = 3A. A chave S; abre contato em t = 0.

: i)

© g de [ @

Figura E9.6: Circuito para exercicio.

E9.7 Calcule i(t) para t > 0 no circuito da figura E9.7. Considere R; =4Q, L; =0,25H, C; =
1/16H e V. =20V. A chave S; fecha contato em t = 0.

+v(t) -

li(t)
. [N

Figura E9.7: Circuito para exercicio.

E9.8 Para o circuito da figura E9.8, obtenha i(t) para t > 0. Considere R; = R, =R3 =6Q, L,
=0,5H, C; =1/8H, V4 = 10V e Vi, =30V. A chave S| abre contato em t = 0.

o)

Figura E9.8: Circuito para exercicio.
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E9.9 Se a chave da figura E9.9 esteve fechada por um longo tempo e € abertaem t =0 e, V;
=16V, R =12Q, R, =8Q, C; =1/36F e L; = 1H, determine:

a) A equacdo caracteristica deste circuito;

b) ix e vg para t > 0.

e : li"(t)

| w0 R,

1

:Cl Ll

Figura E9.9: Circuito para exercicio.

E9.10 O disparador do airbag de um automével é modelado pelo circuito da figura 9.10.
Determine o tempo necessdrio para que a tensdo do disparador atinja o seu primeiro pico
apos a chave ser movida de A para B. Considere R =3Q, C=1/30 Fe L = 60mH.

i_}c_isl - Disisis:;r do
“Q) T g |y

Figura E9.10: Circuito para exercicio.

E9.11 Um oscilograma pode ser adequadamente modelado por um sistema de segunda
ordem na forma de um circuito RLC paralelo. Deseja-se uma tensdao subamortecida em um

resistor de 200Q. Se a frequéncia amortecida é de 4kHz e a constante de tempo do envelope
€ 0,25s, determine os valores necessdrios para L e C.
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